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PRAWA WIELKICH LICZB – CD. 

CENTRALNE TWIERDZENIE GRANICZNE



Plan na dzisiaj

23. Prawa Wielkich Liczb – przykłady 

zastosowań

24. Centralne Twierdzenie Graniczne

◼ Twierdzenie de Moivre’a-Laplace’a



Słabe prawa wielkich liczb (SPWL) –

przypomnienie

Zbieżność według prawdopodobieństwa dla 

sum (średnich) dużej liczby zmiennych 

losowych

1. Słabe PWL dla schematu Bernoulliego



Słabe prawa wielkich liczb – cd. 

przypomnienie  

2. Słabe PWL dla zmiennych nieskorelowanych



Słabe prawa wielkich liczb – przykłady

Przykłady

◼ zdarzenia niezależne

◼ nieograniczone wariancje → źle

◼ zmienne skorelowane → źle

◼ kłopotliwe pytanie



Mocne prawa wielkich liczb (MPWL) –

przypomnienie

Zbieżność prawie na pewno

3. Mocne PWL dla schematu Bernoulliego



Mocne prawa wielkich liczb – cd.

– przypomnienie 

4. Mocne PWL Kołmogorowa



Zastosowania MPWL

5. Średnia i wariancja z próby są dobre:

jeśli ciąg zmiennych spełnia założenia 

MPWL (tzn. IID, całkowalne), to:



Zastosowania MPWL – cd.

6. Jeśli rozważymy dystrybuanty empiryczne 

związane z próbką liczebności N

to zachodzi Tw. Gliwenki-Cantelliego:



Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG)

1. Twierdzenie (CTG):

2. Dodatkowe własności:

oraz

dystrybuanta 

rozkładu 

normalnego 

standardowego



Centralne twierdzenie graniczne – cd.

3. CTG m.in. opisuje błąd MPWL:





Centralne twierdzenie graniczne – cd. (2)

4. Twierdzenie de Moivre’a – Laplace’a 

(CTG dla schematu Bernoulliego)

◼ każda nierówność po lewej stronie może 

być ostra (i tu, i w CTG)



Centralne twierdzenie graniczne – cd. (3)

5. Twierdzenie Berry-Esséena 

(Oszacowanie błędu CTG)



Centralne twierdzenie graniczne – cd. (4)

6. Przykłady:

◼ Liczba dziewczynek i chłopców

◼ Ilu studentów przyjąć?

◼ Sumowanie błędów

◼ Przedziały ufności




