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22. Rodzaje zbieznosci — przypomnienie

1. Zbieznosc¢ prawie na pewno
Mowimy, Ze ciag (Xp)n>1 jest zbiezny prawie na pewno
do X, jesl: P(lim,, . X,, = X) = 1.
Rownowaznie, istnieje zdarzenie ) C Q petnej miary
(tzn. takie, Zze P(Q)) = 1 o tej wltasnosci, Ze dla kazdego w € €)',
limy— oo Xp(w) = X (w). Oznaczenie:

: - - N X T——
lm, .. X, =X pn lub X, — X.

alternatywnie:

lim P(sup | X, — X[ >¢) =0

=
n— 00 k>n
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22. Rodzaje zbieznosci — przypomnienie cd.

2. Zbieznos¢ wg. p-stwa

Mowimy, ze ciqg (X,,) jest zbiezny wediug
prawdopodobienstwa do X, jesl: dla kazdego = > 0,
lim,_. . P(|X,, — X| >¢)=0.

Rownowaznie, dla kazdego £ > 0.

lim,_ . P(|X,, — X| <¢)=1.
. P L,
Oznaczenie: X, — X.

3. Zbieznosc prawie na pewno =
Zzbieznosc wg p-stwa

E I u L] I A 4 [ | | -I [] ] :
n | |
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22. Rodzaje zbieznosci — cd. (2)

4. Wiasnoscl zbieznosci

Zatozmy, ze (Xn)n>1, (Yn)n>1 sa ciggami

zmiennych losowych. Jesli (Xp)p>1 zbiega do X i

(Yo )n>1 zbiega do'Y prawie na pewno (odp. wedtug
prawdopodobienstwa), to X, £ Y, - X Y 1 X, Y, — XY
prawie na pewno (odp., wedtug prawdopodobienstwa).

5. Przyktady
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Stabe prawa wielkich liczb (SPWL)

Zbieznos¢ wediug prawdopodobienstwa dla
sum (srednich) duzej liczby zmiennych
losowych

1. Stabe PWL dla schematu Bernoulliego

Zatozmy, ze X1, Xo, ... sq niezalezne © majq rozktad
PX,=1)=p=1-P(X,=0), n=1,2..... Wowczas
(Sn/n) zbiega wedtug prawdopodobieristwa do p (tzn. zmienneg
losowe) state), rowney p); innymi stowy, dla kazdego € > 0,
lim, P (|22 —p| >¢) =0.

mn
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Stabe prawa wielkich liczb — cd.

2. Stabe PWL dla zmiennych nieskorelowanych
Zatozmy, ze Xq1. Xo, ... jest ciqaqiem nieskorelowanych
,z'm-st,n.nyf_,h losowych o wspolnie ograniczone) wariancy.
Wowczas (X, )n>1 spetnia stabe prawo wielkich liczb:
(Sp —ES,)/n L 0, tzn. dla dowolnego ¢ > 0 mamy
m,, .~ P ( Sn—ES5y } > :) — ().

B zmienne nie muszg byc takie same!

B jesli sg takie same (o Sredniej m), to teza:

S_'l
him P ( > _) — ()
n— oo

— — 1N
mn
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Stabe prawa wielkich liczb — cd. (2)

3. Przyktady

zdarzenia niezalezne
nieograniczone wariancje — zle
zmienne skorelowane — zle
ktopotliwe pytanie
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Mocne prawa wielkich liczb (MPWL)

Zbieznosc prawie na pewno

4. Mocne PWL dla schematu Bernoulliego

Zatozmy, ze X1, Xa, ... sq niezaleine 1 majq rozktad
PX,=1)=p=1—-P(X,,=0), n=12,....
Wowczas (Sy/n) zbiega prawie na pewno do p (tzn.
zmaienne] losowe) statej, rownej p); innyma stowy, istnieje
zdarzenie Q' pelnej miary takie, zZe jesli w € €, to

: Sn(w) _
limy, .o =—5— = p.
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Mocne prawa wielkich liczb — cd.

5. Mocne PWL Kotmogorowa

Zatozmy, ze X1, Xo, ... jest ciagiem niezaleznych
catkowalnych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie.
. p.1. .
Wowczas ‘i"‘l - KX,

B wada: nie znamy tempa zbieznosci...

B Zzastosowania: mnostwo, w szczegolnosci
weryfikacja modelu probabilistycznego (np.
paradoks kawalera de Méreé), metody
Monte Carlo obliczania catek, ...
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Zastosowania MPWL

6. Srednia i wariancja z préby sa dobre:

jesli cigg zmiennych spetnia zatozenia
MPW.L (tzn. IID, catkowalne), to:

_.Xr]_ + J{E _|_ . v + -:Si-rﬂ p.'i’l._

Tl

X =

1 T )
2 (X -

KX,

= p.n. . -
X)? —= VarXy

R



Zastosowania MPWL - cd.

/. Jesli rozwazymy dystrybuanty empiryczne
zwigzane z probka liczebnosci N

1{)‘51 <t}

1{_Xzii}

e soe 1 1{Xj\.£t}’

FN(f) —

N

to zachodzi Tw. Gliwenki-Cantelliego:

Zatozmy, ze X1, Xo, ...

sq niezalezne 1 majq

ten sam rozktad o dystrybuancie F'. Wowczas

_ T p-n.
|Fma F(t)] 2
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¥y Faculty of Economic Sciences

X



Centralne Twierdzenie Graniczne (CTG)

1. Twierdzenie (CTG):

-

Zatozmy, ze X1, Xo, ... sq niezaleznyma zmiennymz
losowymi o tym samym rozkladzie, takim, e EX? < oc.
Oznaczmy m = KXq, 7% = Var X,

Woweczas dla dowolnego t € R,

]P] (X1+X2+---—|—Xn—ﬂ?ﬂ E i_) n—oo (]:)(i_)

dystrybuanta
7V o \ rozktadu
2. Dodatkowe witasnosci: normalnego
B} i} , standardowego
D (}11 +Xo+ ...+ X,, —nm > H) n—oo 3(s). Oraz
ov/n |

D (R < X1+ Xo+.. . +X,,—nm - f) "o g4y — d(s)



Centralne twierdzenie graniczne — cd.

3. CTG m.in. opisuje btgd MPWL.:

X1+ Xo+...+X,, —nm -

ov/n -
<=
X1+ Xo+ ...+ X, to
—m < —=
n vn
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Centralne twierdzenie graniczne — cd. (2)

4. Twierdzenie de Moivre'a — Laplace’a
(CTG dla schematu Bernoulliego)

Zatozmy, ze X1, Xo, ... jest ciqgqrem niezaleznych
zmiennych losowych o tym samym rozktadzie
PX,=1)=p PX,,=0)=¢q, p+q=1.
Wowczas dla s < t,

] X1+Xo+.. .+ X, — n—oo _
P (s < XitfatotXazme < 4) (1) — D(s)

B kazda nierownosc¢ po lewej stronie moze
by¢€ ostra (i tu, i w CTG)
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Centralne twierdzenie graniczne — cd. (3)

6. Przykfady:

Liczba dziewczynek | chtopcow
llu studentow przyjac?
Sumowanie btedow

Przedziaty ufnosci
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