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Plan na dzisiaj

20. Warunkowa wartość oczekiwana jako 

prognoza

18. Regresja  liniowa

21. Nierówność Czebyszewa i pochodne

22. Różne rodzaje zbieżności

◼ zbieżność prawie na pewno

◼ zbieżność wg. prawdopodobieństwa

23. Prawa Wielkich Liczb

◼ Słabe PWL

◼ Mocne PWL



20. WWO – predykcja

WWO jako najlepsze (średniokwadratowo) 

przybliżenie borelowskie 



18. Regresja liniowa

Szukamy liniowego przybliżenia zmiennej 

Y zmienną X, postaci aX + b. Przybliżenie 

ma być najlepsze możliwe w sensie błędu 

średniokwadratowego, tj. minimalizujące

Wówczas, o ile odp. wyrażenia istnieją i 

mają sens:



21. Nierówność Czebyszewa

1. Czasem interesuje nas tylko 

odpowiednia precyzja pomiaru; 

nierówności postaci:

2. Nierówność Czebyszewa



21. Nierówność Czebyszewa – nier. pochodne

3. Nierówności Czebyszewa dla f(X):



21. Nierówność Czebyszewa i pochodne –

przykłady

4. Przykłady

◼ wielokrotny pomiar jednej wielkości z 

zadaną precyzją

◼ ustalenie nieznanego odsetka p

◼ szacowanie skomplikowanych 

prawdopodobieństw przy znanych 

rozkładach



22. Nierówność Czebyszewa – nier. pochodne cd

5. Nierówność Bernsteina

a w sumie:

6. Przykłady:

◼ porównanie z nier. Czebyszewa



Porównanie nierówności

ε n

Czebyszewa

-Bienaymé Bernsteina

0,1 100 0,25 0,2707

0,1 1000 0,025 4,1223E-09

0,05 100 1 1,2131

0,05 1000 0,1 0,0135

0,05 10000 0,01 3,8575E-22

0,01 100 25 1,9604

0,01 1000 2,5 1,6375

0,01 10000 0,25 0,2707

0,01 100000 0,025 4,1223E-09



22. Rodzaje zbieżności

0. Kiedy mogą pojawić się ciągi i granice 

zmiennych losowych?

1. Zbieżność prawie na pewno

alternatywnie:



22. Rodzaje zbieżności – cd. 

2. Zbieżność wg. p-stwa

3. Zbieżność prawie na pewno 

zbieżność wg p-stwa

(zbieżność p.n. jest silniejsza)



22. Rodzaje zbieżności – cd. (2)

4. Własności zbieżności

5. Przykłady



Słabe prawa wielkich liczb (SPWL)

Zbieżność według prawdopodobieństwa dla 

sum (średnich) dużej liczby zmiennych 

losowych

1. Słabe PWL dla schematu Bernoulliego



Słabe prawa wielkich liczb – cd. 

2. Słabe PWL dla zmiennych nieskorelowanych

◼ zmienne nie muszą być takie same!

◼ jeśli są takie same (o średniej m), to teza:



Słabe prawa wielkich liczb – cd. (2)

3. Przykłady

◼ zdarzenia niezależne

◼ nieograniczone wariancje → źle

◼ zmienne skorelowane → źle

◼ kłopotliwe pytanie



Mocne prawa wielkich liczb (MPWL)

Zbieżność prawie na pewno

4. Mocne PWL dla schematu Bernoulliego



Mocne prawa wielkich liczb – cd. 

5. Mocne PWL Kołmogorowa

◼ wada: nie znamy tempa zbieżności...

◼ zastosowania: mnóstwo, w szczególności 

weryfikacja modelu probabilistycznego (np. 

paradoks kawalera de Méré), metody 

Monte Carlo obliczania całek, ... 


