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17. Niezalezne zmienne losowe —
przypomnienie

1. Definiclja niezaleznosci
Zmienne losowe X1, ...,. Xn: Q — R nazywamy
niezaleznymi. jesl: dla dowolnego ciagu B1. DBs. . . .. By
zbiorow borelowskich zachodz
P()irl cBi1.Xo€ DBy, ..... X, € Bn)
= P(Xrl ~ Bl)]P(XFQ ~ Bg) . .P(){n ~ Bn)

2. Dla zmiennych dyskretnych:

Niech Xq, Xo..... X, beda dyskretnymi zmiennyma losowyma,
zas Sx, takimi zbiorami przeliczalnymi, ze P(X; € Sx,) = 1.

Wowczas zmienne X1, Xo, ... .. X, sa niezalezne wtedy v tylko
wtedy, gdy dla kazdego ciaqu a1, xo, ..., 1ty takiego, ze

r; € Sxy.,1=1,2,....n, zachodzt rownosé

— IED(Xrl — AL, Xrg — I'2,... .Xrn = ;tfn)
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ey = P(}irl — ;ifl)IP}(XFQ — ;i-'g) et HD(XFH — ;L'n).



17. Niezalezne zmienne losowe - cd

3. Badanie niezaleznosci ciggtych zm.

Niech X1, Xo.,.... X Q — R beda ciggtymr zmiennyma
losowyma o gestosciach g1, ga. . ... gn. odpowiednio.
Wowczas zmienne X1, Xo, ..., X, sq niezalezne wtedy

i tylko wtedy, gdy funkcja g: R™ — [0, 00) dana wzorem

gloy, w9, ... xn) = g1(w1)g2(ra) -t gnlay).
jest gestosciq rozktadu pux, x,,... X))

4. Przyktady
B rozktad jednostajny na kwadracie {1, +1}
B rozkiad jednostajny na kole
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (2)

5. Niezaleznosc funkcji zmiennych niezal.

Rozwazmy zmienne losowe X11,X12,..., X1 k.
32?1. ‘X2,~27 ..... X 2. kos s n,1 - )i’n,jr .- r)in,kn
oraz funkcje borelowskie p;: R¥ — R, i =1.2,....n.

Jesli powyzisze zmienne sq niezalezne, to rowniez zmienne

rl — '%51(){1,1- *Xrl,g """ ‘Xrlgﬁﬂl)‘
YrQ — L9 (){2,1- }{2,2 ----- ){2:1‘69 ) ’
}/?:-q — ¥n (}{n,l- Xrn_._Er " ?‘j{n:kn)

sq niezalezne.
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (3)

6. Charakterystyki niezaleznych zm. los.

Niech X1, Xo..... X, bedq niezaleznymi zmiennyma
losowyma, postadajgcymi wartosc oczekiwang. Wowczas
zmienna X1 Xo - ... X, rowniez ma wartosc

oczekiwanag 1 zachodzi rownosc

E(X:Xs-...-X,)=EX; -EX,-...-EX,.
7. Przyktad
8. Kowariancja niezaleznych zm. los.

Jesli X.Y sq miezaleznymi zmiennymi losowyma takima,

Ze zachodzi E| XY | < oo, to Cov(X.Y ) =0. Jesh

dodatkowo zmienne X.Y majq skonczona., niezerowq wariancje.
(to zeruje sie takze ich wspotczynnik korelacyi, p(X.,Y) = 0.




17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (4)

9. Nieskorelowane zmienne losowe

Zmienne losowe X.Y nazwiemy nieskorelowanymi.
jezeli p(X.Y) = 0.

10. Niezaleznos¢ = nieskorelowanie, ale
< NIE ZACHODZI!
11. Przyktad — rozktad jednostajny na kole
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (5)

12. Wariancja sumy nzal zm. los.

Niech X1, Xo, . ... Xn bedag niezaleznyma zmiennyma
losowyme o skonczonej wariancy. Wowczas zmienna
X1+ Xo+ ...+ X, takze ma skornczong wariancje oraz

Var(X; + Xo + ...+ X,) = Var(X;) + Var(Xs) + ... + Var(X,,).

13. Przyktad — suma oczek w n rzutach
14. Gestoéé sumy — splot funkcji gestosci

Zatozmy, ze X.Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o
rozktadach csq.gfy{,h z gestosciami gx ., gy . Wowczas zmienna
X +Y ma rozktad z gfamga 1q bqucq splotem funkcye g JX L gy, tzn.

gx+y () = JX « gy (¢) = e 9x(y)gy (¢ —y)dy = [ 9x(x — y)gy (y)dy.

\/AV/ g F I} fE numl Bcie



17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (5)

12. Wariancja sumy nzal zm. los.
Niech X1, Xo, . ... X, bedq weesatesmspmmi—zmiennymsi

losowyme o skonczonej wariancy. Wowczas zmienna
X1+ Xo+ ...+ X, takze ma skornczong wariancje oraz

Var(Xq + Xo+ ...+ X,,) = Var(Xy) + Var(Xs) + ... + Var(X,).
- )Z( ov(X;. X;).

13. Przyktad — suma oczek w n rzutach
14. Gestosc sumy — splot funkcji gestosci

Zatozmy, ze X.Y sq niezaleznymi zmiennymi losowymsi o
rozktadach ciqgtych z gestosciami gx, gy . Wowczas zmienna
X +Y ma rozktad z gfamga 1q bqucq splotem funkcye g JX L gy, tzn.

gx+y () = JX « gy (¢) = e 9x(y)gy (¢ —y)dy = [ 9x(x — y)gy (y)dy.
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Suma niezaleznych zmiennych losowych
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Wielowymiarowy rozkiad normalny

1. Standardowy rozktad dwuwymiarowy

2T 2
2. Ogolny o sredniejm = (my.ma2) |
macierzy kowariancji Q = A1, gdzie

, 11 112
_:Pl —
1921 199

1 1 . +
g(e,y) = s—exp [(IZ + sz] -

2
(11022 — Uyq
g(x,y) Y o |
Il

1 +
- exp (2((.111(4' — -?'nl)z + 2a19( — mq)(y — ma) + ass(y — ???2)2))
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Wielowymiarowy rozkiad normalny — cd.

3. Definicja ogodlna
Vdet A ( (A —m), (& — m)))
exp | — ;

(gﬁ)-nXZ | \

5 r e R",

g(x) =

4. Wtasnosci

B jednoznacznie wyznaczony przez srednig |
macierz kowariancj

B kazdy rozktad to afiniczne przeksztatcenie
standardowej zmiennej; kazde afiniczne
przeksztatcenie to taki rozktad
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Wielowymiarowy rozkiad normalny — cd(2).

5. Nieskorelowane zmienne normalne

Zatoimy, ze X = (X1.Xo, .. ... n) ma rozktad normalny
L Zmienne Xl, Xo. .... X,, sq nweskorelowane.
Wowczas sq one niezalezne.
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18. Regresja liniowa

Szukamy liniowego przyblizenia zmiennej
Y zmienng X, postaci aX + b. Przyblizenie
ma bycC najlepsze mozliwe w sensie btedu
sredniokwadratowego, tj. minimalizujgce

fla.b) =E(Y —aX —b)*
Wowczas, o ile odp. wyrazenia istniejg |
majg sens:

Cov(X,Y ov(X.Y
o _Cov(X.Y) o oy Cov(X.Y)

VarX VarX




Warsaw UniversiTy
Faculty of Economic Sciences




