Rachunek
Prawdopodobienstwa

Anna Janicka

wykiad IX, 30.11.2021

ROZKLADY WIELOWYMIAROWE - cd.
NIEZALEZNOSC ZMIENNYCH LOSOWYCH



Plan na dzisiaj

16. Wielowymiarowe zmienne losowe — cd.
B wartosci oczekiwane funkcji zm. los.
B kowariancja, korelacja
B wartosc¢ oczekiwana wektora losowego

17. Niezaleznosc zmiennych losowych
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16. Rozktad taczny zmiennych losowych —
przypomnienie

1. Definicja wektora dyskretnego

Wektor losowy (X.Y') nazwiemy dyskretnym.
jesli istnieje przeliczalny zbior S C R?,
taki ze H(X, y)( ) — 1.

rozktady brzegowe tez sg dyskretne, sumowanie

2. Definicja wektora ciggtego

Wektor losowy (X,Y') nazwiemy ciagltym,
jesli istnieje gestosé, czyli funkcja g: R?* — 0, 00),
taka ,th dZa kazdego zbioru A € B(R?),

[ fqu y)dxdy.
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16. Rozktad taczny zmiennych losowych —

przypomnienie

3. Twierdzenie 20

Zatozimy, Ze (X,Y) ma rozktad z gestoscia g. Wowczas
rozktady brzegowe zmiennych X oraz Y takze sq ciqgte,
co wiece], odpowiednie gestosct wynoszq

gx(x) = [pole.y)dy.  gv(y) = [z 9(x,y)d

Ogolniey, jesl n-wymiarowy wektor ma gestosc g, to jeqo
k-ta wspoltrzedna ma rozktad z gestosciq gr. ktorqg uzyskujemy
odcatkowujqc g po wszystkich zmiennych roznych niz xry.:
gr(rk) = fnen—i glaer,wo. ... ap)deides .. deg—1degsy ... diy,.

tatwo wyliczy¢ parametry poszczegolnych rozktadow brzegowych

w odwrotng strone nie zachodzi!
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16. Rozklad tgczny zmiennych losowych — cd

4. Twierdzenie 21

(i) Jesli (X.Y') jest dyskretng zmiennqg losowq skoncentrowanq
na zbiorze S i ¢ : R* - R jeqt funkcyq borelowska, to
Eo(X.,Y) Z(I nes L y)P(X.Y) = (2,y))

(0 ile wartosé aazekzwana astmqje).

(i) Jesli (X.,Y') jest zmienng losowq o rozktadzie ciggltym
(z gestosciaq g) @ ¢ : R2 - R jest funkcja borelowska, to

E)(X.,Y) = [[pe o(x,y)g(r,y)drdy

(0 Ele wartosc oazekzwmm sstmfye).

5. Przyktady
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16. Rozklad tgczny zmienych losowych — cd(2)

6. Kowariancja, korelacja

Niech (X.Y') bedzie dwuwymiarowq zmienng losowa, takq

ze X, Y sq catbowalnyme zmiennyma losowyma, 1 takaq,
ze E|XY | < oo. Kowariancja zmiennych X.,Y nazywamy liczbe

Cov(X,Y) =E(X —EX)(Y — EY).

Jesli dodatkowo VarX. VarY > 0, definiujemy
wspotczynnik korelacji liniowej zmiennych X.Y ., jako

- vy Cov(X.)Y) _ Cov(X,Y)
’O(}i}) V' VarX - VarY oxoy

&
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16. Rozklad tgczny zmienych losowych — cd(3)

/. Whasnosci kowariancji | korelacii:
B state wzgledem przesuniec
B dwuliniowosc¢ kowariancji
B przydatny wzor
Cov(X.Y)=EX.-Y)—-EX - -EY.
B wariancja jako kowariancja
M  tapie” liniowg zaleznosc

B kowariancja wrazliwa na skale,
wspotczynnik korelacji nie:




16. Rozktad tgczny zmiennych losowych — cd(4)

8. Ograniczenie wspotczynnika korelaciji:
Nierownos¢ Schwarza:

Niech X.Y : Q2 — R bedqg zmiennyma losowymi
takimi, ze EX? < oo, EY? < 0o. Wéwczas

EXY| < (EX2)Y2(EY?)l/2.

Co wiece), rownosc w powyzsze) nierownosci zachodzi
wtedy @ tylko wtedy, gdy istniejq takie dwie liczby a,b
(z ktorych co nagmniej jedna jest rozna od zera), ze

PlaX =bY) = 1.

% &

Whniosek:

Jesli X.Y : Q2 — R sq zmiennyma losowymi o
skorczonej 1 niezerowej wariancji, to |p(X,Y )| < 1.
Ponadto, jesli |p(X.Y)| = 1, to istniejq takie liczby

QY ¥ a. beR, zeY =aX +0b.




16. Rozklad tgczny zmiennych losowych — cd(5)

9. Wartosc oczekiwana, macierz kowariancji

Jesli (X.Y) jest dwuwymiarowa zmienna losowaq, to:

a) jesli X oraz Y sq catkowalne, to waroscia oczekiwana
E(X,Y) zmiennej (X,Y) nazywamy wektor (EX,EY").

b) jesli X orazY sq catkowalne z kwadratem, to

macierza kowarianciji zmzennej (X.Y) nazywamy macierz

VarX Co t?(X_.UY)
Cov(X,Y) VarY

Analogiczne wzory zachodzaq dla zmiennych losowych o wartosciach w
R9, d > 3: wartoéé oczekiwang definiujemy jako wektor (EX{,EXo,..., EX,).
a macierz kowariancji - jako (Cov(X;, X;))1<i j<d.
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17. Niezalezne zmienne losowe

1. Definicja niezaleznosci

Zmienne losowe Xq...... X, Q2 — R nazywamy
niezaleznymi, jesl: dla dowolnego ciqqu B, Ba, . ... Bn
zbrorow borelowskich zachodz

P(X; € B1,Xo€ B, ...,.. Xn € By)
=P(X, € B1)P(X3 € Bo)...P(X, € By).
2. Niezaleznosc¢ zmiennych losowych a
niezaleznoSc¢ zdarzen

3. Niezaleznosc¢ parami a niezaleznosc¢
tgczna
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17. Niezalezne zmienne losowe - cd.

4. Badanie niezaleznosci dyskretnych zm.

Niech Xy, Xo..... X, beda dyskretnymi zmiennymi losowymi,
zas Sx, takimu zbiorami przeliczalnymi, ze P(X; € Sx,) = 1.

Wowczas zmienne X1, Xo, ..., X5 sa mezalezne wtedy 1 tylko
wtedy, gdy dla kazdego ciaqu 1, xa, ..., In takiego, ze
r; € Sy.,1=1,2.....n, zachodzi rownosé

P(Jfl — A1, JXFQ — L2 ..., X rn — an)
— ]P}()irl = ;j:.'l)]P"(_)fQ — -‘152) .« L ]P(AXFH — ;I-'ﬂ).
5. Przykitad

&
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd(2)

6. Badanie niezaleznosci ciggtych zm.

Niech X1, Xo.,.... X Q — R beda ciggtymr zmiennyma
losowyma o gestosciach g1, ga. . ... gn. odpowiednio.
Wowczas zmienne X1, Xo, ..., X, sq niezalezne wtedy

i tylko wtedy, gdy funkcja g: R™ — [0, 00) dana wzorem

gloy, w9, ... xn) = g1(w1)g2(ra) -t gnlay).
jest gestosciq rozktadu pux, x,,... X))

7. Przyktady
B rozktad jednostajny na kwadracie {1, +1}
B rozkiad jednostajny na kole

R
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (3)

8. Niezaleznosc funkcji zmiennych niezal.

Rozwazmy zmienne losowe X11,X12,..., X1 k.
32?1. ‘X2,~27 ..... X 2. kos s n,1 - )i’n,jr .- r)in,kn
oraz funkcje borelowskie p;: R¥ — R, i =1.2,....n.

Jesli powyzisze zmienne sq niezalezne, to rowniez zmienne

rl — '%51(){1,1- *Xrl,g """ ‘Xrlgﬁﬂl)‘
YrQ — L9 (){2,1- }{2,2 ----- ){2:1‘69 ) ’
}/?:-q — ¥n (}{n,l- Xrn_._Er " ?‘j{n:kn)

sq niezalezne.

&
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17. Niezalezne zmienne losowe — cd. (4)

9. Charakterystyki niezaleznych zm. los.

Niech X1, Xo..... X, bedq niezaleznymi zmiennyma
losowyma, postadajgcymi wartosc oczekiwang. Wowczas
zmienna X1 Xo - ... X, rowniez ma wartosc

oczekiwanag 1 zachodzi rownosc

E(X:Xs-...-X,)=EX; -EX,-...-EX,.
10. Przykiad
11. Kowariancja niezaleznych zm. los.

Jesli X.Y sq niezaleznymi zmiennymi losowyma takima,

Ze zachodzi E|XY| < o, to Cov(X.Y ) =0. Jesl

dodatkowo zmienne X,Y majq skonczona, niezerowq wariancje,
to zeruje si¢ takzie ich wspotczynnik korelacyi, p(X,Y) = 0.
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