
Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 5 marca 2020r., grupa A

Aby uzyskać maksymalną liczbę punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pięć. Każde zada-
nie należy rozwiązać na osobnej kartce, należy oddać sześć kartek. Każde z zadań będzie punktowane
w skali 0− 10 pkt. Proszę czytelnie podpisać każdą kartkę imieniem, nazwiskiem oraz numerem in-
deksu. Proszę na każdej kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice
rozkładu normalnego są niepotrzebne, należy operować jego dystrybuantą. Czas trwania egzaminu:
120min.

1. Na talerzu znajdują się 3 pączki i 3 babeczki. Do talerza zbliżyło się dziecko, które zabrało
pewną liczbę ciastek (wszystkie wartości od 0 do 6 są jednakowo prawdopodobne).

a) Wyznaczyć średnią liczbę pączków zabranych przez dziecko.
b) Czy zdarzenia: “dziecko zabrało tyle samo pączków ile babeczek” oraz “dziecko zabrało pa-

rzystą liczbę ciastek” są niezależne?
2. Wiadomo, że 60% absolwentów uczelni A, 50% absolwentów uczelni B i 40% absolwentów z

uczelni C jest kompetentnych; pozostali nie są.
a) W procesie rekrutacji do firmy X zgłosiło się trzech kandydatów, po jednym absolwencie

każdej uczelni. Jaka jest szansa, że dokładnie dwóch z nich okaże się kompetentnych?
b) W procesie rekrutacji do firmy X zgłosiło się trzech kandydatów, po jednym absolwencie

każdej uczelni, i dokładnie jeden okazał się niekompetentny. Jaka jest szansa, że była to osoba
wykształcona na uczelni A?

c) Kompetentny kandydat ma 10% szans, że napisane przez niego CV zachęci rekrutera do
zaproszenia go na rozmowę kwalifikacyjną, zaś niekompetentny – 1%. W procesie rekrutacji do
firmy Y spłynęło po 100 CV od (losowych) kandydatów każdej z trzech uczelni. Korzystając z
twierdzenia Poissona przybliżyć prawdopodobieństwo, że na rozmowę zostanie zaproszona dokładnie
jedna osoba.

3. Zmienne losowe X, Y i Z są niezależne, o rozkładach wykładniczych z parametrem 3.
a) Wyznaczyć macierz kowariancji wektora (X + Y, Y + Z).
b) Obliczyć E ((X + Y + Z)(2X − Y + 3)).
c) Obliczyć wartość dystrybuanty zmiennej X − Y w punkcie 0.
4. Niech (X, Y ) będzie wektorem losowym o gęstości f(x, y) = c ·1(0,1)(x) ·1(x2,x)(y). Wyznaczyć

stałą c, E (Y 2 +X|X) i wariancję zmiennej X.
5. Badamy deklaracje podatkowe par małżeńskich. Przypuśćmy, że dochód podatnika jest

zmienną losową z rozkładu jednostajnego na przedziale [1000, 4000]. Każda osoba płaci podatek w
wysokości 10% własnego dochodu, pomniejszony o 100. Zakładamy, że dochody różnych podatników
(małżonków również) są niezależne.

a) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo, że na 106 par małżeńskich, w co najmniej 505000
młodszy z małżonków zarabia więcej.

b) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo, że łączny podatek zapłacony przez 106 par mał-
żeńskich nie przekroczy 299.8 mln.

6. Pewna gospodarka, w której okresy wzrostu przeplatają się z okresami spadków i okresami
stagnacji, charakteryzuje się następującymi prawidłowościami: (a) jeśli w danym kwartale doświad-
cza wzrostu, szansa, że w kolejnym kwartale również będzie wzrost wynosi 1

2
, szansa, że nastąpi

stagnacja – 1
3
, zaś szansa, że nastąpi recesja – 1

6
; (b) jeśli w danym kwartale występuje stagnacja,

szansa, że przeniesie się ona na następny kwartał wynosi 1
2
, z kolei szanse, że nastąpi odbicie lub

pogorszenie są równe; (c) jeśli gospodarka jest w fazie spadku, to w kolejnym kwartale można spo-
dziewać się wszystkich możliwości z prawdopodobieństwami po 1

3
. Wiedząc, że w IV kwartale 2019

roku gospodarka doświadczyła spadku:
a) wyznaczyć prawdopodobieństwo, że w II kwartale 2020 odnotuje wzrost;
b) rozstrzygnąć, co jest dłuższe: średni czas (w kwartałach) trwania recesji w tej gospodarce

czy średni czas (w kwartałach) wzrostu.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 5 marca 2020r., grupa B

Aby uzyskać maksymalną liczbę punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pięć. Każde zada-
nie należy rozwiązać na osobnej kartce, należy oddać sześć kartek. Każde z zadań będzie punktowane
w skali 0− 10 pkt. Proszę czytelnie podpisać każdą kartkę imieniem, nazwiskiem oraz numerem in-
deksu. Proszę na każdej kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice
rozkładu normalnego są niepotrzebne, należy operować jego dystrybuantą. Czas trwania egzaminu:
120min.

1. Na talerzu znajdują się 2 pączki i 4 babeczki. Do talerza zbliżyło się dziecko, które zabrało
pewną liczbę ciastek (wszystkie wartości od 0 do 6 są jednakowo prawdopodobne).

a) Wyznaczyć średnią liczbę pączków zabranych przez dziecko.
b) Czy zdarzenia: “dziecko zabrało tyle samo pączków ile babeczek” oraz “dziecko zabrało pa-

rzystą liczbę ciastek” są niezależne?
2. Wiadomo, że 50% absolwentów uczelni A, 60% absolwentów uczelni B i 30% absolwentów z

uczelni C jest kompetentnych; pozostali nie są.
a) W procesie rekrutacji do firmy X zgłosiło się trzech kandydatów, po jednym absolwencie

każdej uczelni. Jaka jest szansa, że dokładnie dwóch z nich okaże się kompetentnych?
b) W procesie rekrutacji do firmy X zgłosiło się trzech kandydatów, po jednym absolwencie

każdej uczelni, i dokładnie jeden okazał się niekompetentny. Jaka jest szansa, że była to osoba
wykształcona na uczelni A?

c) Kompetentny kandydat ma 10% szans, że napisane przez niego CV zachęci rekrutera do
zaproszenia go na rozmowę kwalifikacyjną, zaś niekompetentny – 1%. W procesie rekrutacji do
firmy Y spłynęło po 100 CV od (losowych) kandydatów każdej z trzech uczelni. Korzystając z
twierdzenia Poissona przybliżyć prawdopodobieństwo, że na rozmowę zostanie zaproszona dokładnie
jedna osoba.

3. Zmienne losowe X, Y i Z są niezależne, o rozkładach wykładniczych z parametrem 2.
a) Wyznaczyć macierz kowariancji wektora (X − Y, Y + Z).
b) Obliczyć E ((X + Y − Z)(X − 2Y − 2)).
c) Obliczyć wartość dystrybuanty zmiennej X − Z w punkcie 0.
4. Niech (X, Y ) będzie wektorem losowym o gęstości f(x, y) = c·1(0,1)(x)·1(x2,4x)(y). Wyznaczyć

stałą c, E (2Y 2 −X|X) i wariancję zmiennej X.
5. Badamy deklaracje podatkowe par małżeńskich. Przypuśćmy, że dochód podatnika jest

zmienną losową z rozkładu jednostajnego na przedziale [1000, 4000]. Każda osoba płaci podatek w
wysokości 10% własnego dochodu, pomniejszony o 100. Zakładamy, że dochody różnych podatników
(małżonków również) są niezależne.

a) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo, że na 105 par małżeńskich, w co najmniej 50400
starszy z małżonków zarabia więcej.

b) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo, że łączny podatek zapłacony przez 105 par mał-
żeńskich nie przekroczy 30.02 mln.

6. Pewna gospodarka, w której okresy wzrostu przeplatają się z okresami spadków i okresami
stagnacji, charakteryzuje się następującymi prawidłowościami: (a) jeśli w danym kwartale doświad-
cza wzrostu, szansa, że przeniesie się on na następny kwartał wynosi 1

2
, z kolei szanse, że nastąpi

stagnacja lub pogorszenie są równe; (b) jeśli w danym kwartale występuje stagnacja, szansa, że w
kolejnym kwartale będzie wzrost wynosi 1

2
, szansa, że nastąpi stagnacja – 1

3
, zaś szansa, że nastąpi

recesja – 1
6
; (c) jeśli gospodarka jest w fazie spadku, to w kolejnym kwartale można spodziewać

się wszystkich możliwości z prawdopodobieństwami po 1
3
. Wiedząc, że w IV kwartale 2019 roku

gospodarka doświadczyła spadku:
a) wyznaczyć prawdopodobieństwo, że w II kwartale 2020 odnotuje wzrost;
b) rozstrzygnąć, co jest dłuższe: średni czas (w kwartałach) trwania recesji w tej gospodarce

czy średni czas (w kwartałach) wzrostu.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 5 marca 2020r., grupa C

Aby uzyskać maksymalną liczbę punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pięć. Każde zada-
nie należy rozwiązać na osobnej kartce, należy oddać sześć kartek. Każde z zadań będzie punktowane
w skali 0− 10 pkt. Proszę czytelnie podpisać każdą kartkę imieniem, nazwiskiem oraz numerem in-
deksu. Proszę na każdej kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice
rozkładu normalnego są niepotrzebne, należy operować jego dystrybuantą. Czas trwania egzaminu:
120min.

1. Na talerzu znajdują się 3 pączki i 3 babeczki. Do talerza zbliżyło się dziecko, które zabrało
pewną liczbę ciastek (wszystkie wartości od 0 do 6 są jednakowo prawdopodobne).

a) Wyznaczyć średnią liczbę babeczek zabranych przez dziecko.
b) Czy zdarzenia: “dziecko zabrało tyle samo pączków ile babeczek” oraz “dziecko zabrało pa-

rzystą liczbę ciastek” są niezależne?
2. Wiadomo, że 30% absolwentów uczelni A, 50% absolwentów uczelni B i 40% absolwentów z

uczelni C jest kompetentnych; pozostali nie są.
a) W procesie rekrutacji do firmy X zgłosiło się trzech kandydatów, po jednym absolwencie

każdej uczelni. Jaka jest szansa, że dokładnie dwóch z nich okaże się kompetentnych?
b) W procesie rekrutacji do firmy X zgłosiło się trzech kandydatów, po jednym absolwencie

każdej uczelni, i dokładnie jeden okazał się niekompetentny. Jaka jest szansa, że była to osoba
wykształcona na uczelni A?

c) Kompetentny kandydat ma 10% szans, że napisane przez niego CV zachęci rekrutera do
zaproszenia go na rozmowę kwalifikacyjną, zaś niekompetentny – 1%. W procesie rekrutacji do
firmy Y spłynęło po 100 CV od (losowych) kandydatów każdej z trzech uczelni. Korzystając z
twierdzenia Poissona przybliżyć prawdopodobieństwo, że na rozmowę zostanie zaproszona dokładnie
jedna osoba.

3. Zmienne losowe X, Y i Z są niezależne, o rozkładach wykładniczych z parametrem 5.
a) Wyznaczyć macierz kowariancji wektora (X − Y, Y − Z).
b) Obliczyć E ((X + Y + Z)(X − 2Y + 1)).
c) Obliczyć wartość dystrybuanty zmiennej Y − Z w punkcie 0.
4. Niech (X, Y ) będzie wektorem losowym o gęstości f(x, y) = c·1(0,1)(x)·1(x2,3x)(y). Wyznaczyć

stałą c, E (3Y 2 + 2X|X) i wariancję zmiennej X.
5. Badamy deklaracje podatkowe par małżeńskich. Przypuśćmy, że dochód podatnika jest

zmienną losową z rozkładu jednostajnego na przedziale [2000, 4000]. Każda osoba płaci podatek w
wysokości 10% własnego dochodu, pomniejszony o 100. Zakładamy, że dochody różnych podatników
(małżonków również) są niezależne.

a) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo, że na 106 par małżeńskich, w co najmniej 499500
starszy z małżonków zarabia więcej.

b) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo, że łączny podatek zapłacony przez 106 par mał-
żeńskich nie przekroczy 399.8 mln.

6. Pewna gospodarka, w której okresy wzrostu przeplatają się z okresami spadków i okresami
stagnacji, charakteryzuje się następującymi prawidłowościami: (a) jeśli w danym kwartale doświad-
cza wzrostu, szansa, że w kolejnym kwartale również będzie wzrost wynosi 1

2
, szansa, że nastąpi

stagnacja – 1
3
, zaś szansa, że nastąpi recesja – 1

6
; (b) jeśli w danym kwartale występuje stagnacja,

to w kolejnym kwartale można spodziewać się wszystkich możliwości z prawdopodobieństwami po
1
3
(c) jeśli gospodarka jest w fazie spadku, szansa, że przeniesie się ona na następny kwartał wynosi

1
2
, z kolei szanse, że nastąpi stagnacja lub odbicie są równe. Wiedząc, że w IV kwartale 2019 roku

gospodarka doświadczyła spadku:
a) wyznaczyć prawdopodobieństwo, że w II kwartale 2020 odnotuje wzrost;
b) rozstrzygnąć, co jest dłuższe: średni czas (w kwartałach) trwania recesji w tej gospodarce

czy średni czas (w kwartałach) wzrostu.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 5 marca 2020r., grupa D

Aby uzyskać maksymalną liczbę punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pięć. Każde zada-
nie należy rozwiązać na osobnej kartce, należy oddać sześć kartek. Każde z zadań będzie punktowane
w skali 0− 10 pkt. Proszę czytelnie podpisać każdą kartkę imieniem, nazwiskiem oraz numerem in-
deksu. Proszę na każdej kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice
rozkładu normalnego są niepotrzebne, należy operować jego dystrybuantą. Czas trwania egzaminu:
120min.

1. Na talerzu znajdują się 4 pączki i 2 babeczki. Do talerza zbliżyło się dziecko, które zabrało
pewną liczbę ciastek (wszystkie wartości od 0 do 6 są jednakowo prawdopodobne).

a) Wyznaczyć średnią liczbę pączków zabranych przez dziecko.
b) Czy zdarzenia: “dziecko zabrało tyle samo pączków ile babeczek” oraz “dziecko zabrało pa-

rzystą liczbę ciastek” są niezależne?
2. Wiadomo, że 60% absolwentów uczelni A, 30% absolwentów uczelni B i 40% absolwentów z

uczelni C jest kompetentnych; pozostali nie są.
a) W procesie rekrutacji do firmy X zgłosiło się trzech kandydatów, po jednym absolwencie

każdej uczelni. Jaka jest szansa, że dokładnie dwóch z nich okaże się kompetentnych?
b) W procesie rekrutacji do firmy X zgłosiło się trzech kandydatów, po jednym absolwencie

każdej uczelni, i dokładnie jeden okazał się niekompetentny. Jaka jest szansa, że była to osoba
wykształcona na uczelni A?

c) Kompetentny kandydat ma 10% szans, że napisane przez niego CV zachęci rekrutera do
zaproszenia go na rozmowę kwalifikacyjną, zaś niekompetentny – 1%. W procesie rekrutacji do
firmy Y spłynęło po 100 CV od (losowych) kandydatów każdej z trzech uczelni. Korzystając z
twierdzenia Poissona przybliżyć prawdopodobieństwo, że na rozmowę zostanie zaproszona dokładnie
jedna osoba.

3. Zmienne losowe X, Y i Z są niezależne, o rozkładach wykładniczych z parametrem 4.
a) Wyznaczyć macierz kowariancji wektora (X − Y, Y + Z).
b) Obliczyć E ((X − Y + Z)(−X − 2Y + 5)).
c) Obliczyć wartość dystrybuanty zmiennej Z − Y w punkcie 0.
4. Niech (X, Y ) będzie wektorem losowym o gęstości f(x, y) = c·1(0,1)(x)·1(x2,2x)(y). Wyznaczyć

stałą c, E (−Y 2 + 2X|X) i wariancję zmiennej X.
5. Badamy deklaracje podatkowe par małżeńskich. Przypuśćmy, że dochód podatnika jest

zmienną losową z rozkładu jednostajnego na przedziale [2000, 4000]. Każda osoba płaci podatek w
wysokości 10% własnego dochodu, pomniejszony o 100. Zakładamy, że dochody różnych podatników
(małżonków również) są niezależne.

a) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo, że na 105 par małżeńskich, w co najmniej 49800
młodszy z małżonków zarabia więcej.

b) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo, że łączny podatek zapłacony przez 105 par mał-
żeńskich nie przekroczy 39.98 mln.

6. Pewna gospodarka, w której okresy wzrostu przeplatają się z okresami spadków i okresami
stagnacji, charakteryzuje się następującymi prawidłowościami: (a) jeśli w danym kwartale doświad-
cza wzrostu, szansa, że przeniesie się on na następny kwartał wynosi 1

2
, z kolei szanse, że nastąpi

stagnacja lub pogorszenie są równe; (b) jeśli w danym kwartale występuje stagnacja, to w kolej-
nym kwartale można spodziewać się wszystkich możliwości z prawdopodobieństwami po 1

3
; (c) jeśli

gospodarka jest w fazie spadku, szansa, że w kolejnym kwartale będzie wzrost wynosi 1
2
, szansa,

że nastąpi stagnacja – 1
3
, zaś szansa, że nastąpi recesja – 1

6
. Wiedząc, że w IV kwartale 2019 roku

gospodarka doświadczyła spadku:
a) wyznaczyć prawdopodobieństwo, że w II kwartale 2020 odnotuje wzrost;
b) rozstrzygnąć, co jest dłuższe: średni czas (w kwartałach) trwania recesji w tej gospodarce

czy średni czas (w kwartałach) wzrostu.


