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Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 8 marca 2019r., grupa A

Aby uzyskać maksymaln ↪a liczb ↪e punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pi ↪eć. Każde zadanie
należy rozwi ↪azać na osobnej kartce. Każde z zadań b ↪edzie punktowane w skali 0 − 10 pkt. Prosz ↪e
czytelnie podpisać każd ↪a kartk ↪e imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosz ↪e na każdej
kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozk ladu normalnego s ↪a
niepotrzebne, należy operować jego dystrybuant ↪a. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. W urnie jest k bia lych kul i 10− k czarnych kul, gdzie k ∈ {0, 1, 2, . . . , 10} jest pewn ↪a losow ↪a
liczb ↪a (wszystkie możliwości s ↪a tak samo prawdopodobne). Z urny wyci ↪agamy jednocześnie pi ↪eć kul.

a) Obliczyć wartość oczekiwan ↪a liczby bia lych kul wśród wyci ↪agni ↪etych.
b) Za lóżmy, że k = 4 i rozważmy zdarzenia A - ,,wśród wyci ↪agni ↪etych kul jest co najmniej jedna

bia la”, B - ,,w urnie pozosta ly co najmniej cztery czarne kule”. Rozstrzygn ↪ać, czy A, B s ↪a niezależne.

2. Pewien typ smartfonów jest wytwarzany w trzech fabrykach: 80% pochodzi z fabryki A, 15% z
fabryki B oraz 5% z fabryki C. Wiadomo, że co setny smartfon z fabryki A, co pi ↪ećdziesi ↪aty smartfon
z fabryki B oraz co dwudziesty smartfon wyprodukowany w fabryce C jest wadliwy.

a) Klient kupi l dwa nowe smartfony. Jakie jest prawdopodobieństwo, że oba s ↪a wadliwe?
b) Klient kupi l dwa nowe smartfony i okaza lo si ↪e, że oba s ↪a wadliwe. Jakie jest prawdopodo-

bieństwo, że oba by ly wyprodukowane w fabryce C?
c) Korzystaj ↪ac z twierdzenia Poissona obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że w losowej

puli 100 telefonów b ↪ed ↪a co najwyżej dwa wadliwe.

3. Zmienne losowe X, Y , Z s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad normalny o średniej 1 i wariancji 2.
a) Wyznaczyć g ↪estość zmiennej X − Y .
b) Obliczyć E

[
(X − 2Y )2(2Z + 1)

]
.

c) Rozstrzygn ↪ać, czy zmienne X + Y oraz Y + Z s ↪a niezależne.

4. Zmienna losowa (X, Y ) spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki: g ↪estość zmiennej X wynosi gX(x) =
3
8
x21(0,2)(x), zaś g ↪estość warunkowa zmiennej Y wzgl ↪edem zmiennej X to gY |X(y|x) = 1

2x
1{0≤y≤2x}.

Obliczyć Cov(X, Y ) oraz wartość dystrybuanty zmiennej Y
X

w punkcie 1.

5. Pracownik poczty planuje przewieźć wind ↪a 200 paczek: wagi poszczególnych paczek (w kilogra-
mach) s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [2, 4].

a) Zak ladaj ↪ac, że udźwig windy wynosi 700 kg, a pracownik waży 80 kg, obliczyć przybliżone
prawdopodobieństwo tego, że pracownik b ↪edzie musia l użyć windy dwa razy.

b) Za lóżmy, że paczki o wadze powyżej 3,5 kg s ↪a niewymiarowe i w windzie mieści si ↪e ich co
najwyżej 40 na raz. Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że niewymiarowych paczek z
dostawy 200 paczek nie da si ↪e przewieźć jednym kursem windy.

6. W przypadku s labego rocznego wyniku finansowego, spó lka może wstrzymać wyp lat ↪e dywi-
dendy. Jeśli w danym roku dywidenda zosta la wyp lacona, prawdopodobieństwo, iż zostanie wyp lacona
w nast ↪epnym roku, wynosi 0,9; jeśli zaś dywidenda w danym roku nie zosta la wyp lacona, prawdopo-
dobieństwo wyp laty w przysz lym roku wynosi 0,6.

a) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Jakie jest prawdopodobieństwo, że
zostanie ona wyp lacona w 2019 lub w 2020 roku?

b) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Obliczyć średni czas oczekiwania
(mierzony w latach) na wyp lat ↪e pierwszej dywidendy.

c) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo wyp laty dywidendy w 2100 roku.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 8 marca 2019r., grupa B

Aby uzyskać maksymaln ↪a liczb ↪e punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pi ↪eć. Każde zadanie
należy rozwi ↪azać na osobnej kartce. Każde z zadań b ↪edzie punktowane w skali 0 − 10 pkt. Prosz ↪e
czytelnie podpisać każd ↪a kartk ↪e imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosz ↪e na każdej
kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozk ladu normalnego s ↪a
niepotrzebne, należy operować jego dystrybuant ↪a. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. W urnie jest k bia lych kul i 10− k czarnych kul, gdzie k ∈ {0, 1, 2, . . . , 10} jest pewn ↪a losow ↪a
liczb ↪a (wszystkie możliwości s ↪a tak samo prawdopodobne). Z urny wyci ↪agamy jednocześnie sześć kul.

a) Obliczyć wartość oczekiwan ↪a liczby bia lych kul wśród wyci ↪agni ↪etych.
b) Za lóżmy, że k = 3 i rozważmy zdarzenia A - ,,wśród wyci ↪agni ↪etych kul jest co najmniej jedna

bia la”, B - ,,w urnie pozosta ly co najmniej trzy czarne kule”. Rozstrzygn ↪ać, czy A, B s ↪a niezależne.

2. Pewien typ smartfonów jest wytwarzany w trzech fabrykach: 70% pochodzi z fabryki A, 20% z
fabryki B oraz 10% z fabryki C. Wiadomo, że co setny smartfon z fabryki A, co pi ↪ećdziesi ↪aty smartfon
z fabryki B oraz co dwudziesty smartfon wyprodukowany w fabryce C jest wadliwy.

a) Klient kupi l dwa nowe smartfony. Jakie jest prawdopodobieństwo, że oba s ↪a wadliwe?
b) Klient kupi l dwa nowe smartfony i okaza lo si ↪e, że oba s ↪a wadliwe. Jakie jest prawdopodo-

bieństwo, że oba by ly wyprodukowane w fabryce A?
c) Korzystaj ↪ac z twierdzenia Poissona obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że w losowej

puli 100 telefonów b ↪ed ↪a co najwyżej dwa wadliwe.

3. Zmienne losowe X, Y , Z s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad normalny o średniej −2 i wariancji 3.
a) Wyznaczyć g ↪estość zmiennej X − Y .
b) Obliczyć E

[
(2X − Y )2(Z + 2)

]
.

c) Rozstrzygn ↪ać, czy zmienne X − Y oraz Y + Z s ↪a niezależne.

4. Zmienna losowa (X, Y ) spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki: g ↪estość zmiennej Y wynosi gY (y) =
3
8
y21(0,2)(y), zaś g ↪estość warunkowa zmiennej X wzgl ↪edem zmiennej Y to gX|Y (x|y) = 1

2y
1{0≤x≤2y}.

Obliczyć Cov(X, Y ) oraz wartość dystrybuanty zmiennej X
Y

w punkcie 1.

5. Pracownik poczty planuje przewieźć wind ↪a 200 paczek: wagi poszczególnych paczek (w kilogra-
mach) s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [2, 6].

a) Zak ladaj ↪ac, że udźwig windy wynosi 900 kg, a pracownik waży 80 kg, obliczyć przybliżone
prawdopodobieństwo tego, że pracownik b ↪edzie musia l użyć windy dwa razy.

b) Za lóżmy, że paczki o wadze powyżej 5 kg s ↪a niewymiarowe i w windzie mieści si ↪e ich co najwyżej
55 na raz. Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że niewymiarowe paczki z dostawy 200
paczek da si ↪e przewieźć jednym kursem windy.

6. W przypadku s labego rocznego wyniku finansowego, spó lka może wstrzymać wyp lat ↪e dywi-
dendy. Jeśli w danym roku dywidenda zosta la wyp lacona, prawdopodobieństwo, iż zostanie wyp lacona
w nast ↪epnym roku, wynosi 0,8; jeśli zaś dywidenda w danym roku nie zosta la wyp lacona, prawdopo-
dobieństwo wyp laty w przysz lym roku wynosi 0,5.

a) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 zosta la wyp lacona. Jakie jest prawdopodobieństwo, że nie
zostanie ona wyp lacona w 2019 lub w 2020 roku?

b) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Obliczyć średni czas oczekiwania
(mierzony w latach) na wyp lat ↪e pierwszej dywidendy.

c) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo wyp laty dywidendy w 2100 roku.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 8 marca 2019r., grupa C

Aby uzyskać maksymaln ↪a liczb ↪e punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pi ↪eć. Każde zadanie
należy rozwi ↪azać na osobnej kartce. Każde z zadań b ↪edzie punktowane w skali 0 − 10 pkt. Prosz ↪e
czytelnie podpisać każd ↪a kartk ↪e imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosz ↪e na każdej
kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozk ladu normalnego s ↪a
niepotrzebne, należy operować jego dystrybuant ↪a. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. W urnie jest k bia lych kul i 10− k czarnych kul, gdzie k ∈ {0, 1, 2, . . . , 10} jest pewn ↪a losow ↪a
liczb ↪a (wszystkie możliwości s ↪a tak samo prawdopodobne). Z urny wyci ↪agamy jednocześnie cztery
kule.

a) Obliczyć wartość oczekiwan ↪a liczby czarnych kul wśród wyci ↪agni ↪etych.
b) Za lóżmy, że k = 5 i rozważmy zdarzenia A - ,,wśród wyci ↪agni ↪etych kul jest co najmniej jedna

bia la”, B - ,,w urnie pozosta ly co najmniej cztery czarne kule”. Rozstrzygn ↪ać, czy A, B s ↪a niezależne.

2. Pewien typ smartfonów jest wytwarzany w trzech fabrykach: 90% pochodzi z fabryki A, 5% z
fabryki B oraz 5% z fabryki C. Wiadomo, że co setny smartfon z fabryki A, co pi ↪ećdziesi ↪aty smartfon
z fabryki B oraz co dwudziesty smartfon wyprodukowany w fabryce C jest wadliwy.

a) Klient kupi l dwa nowe smartfony. Jakie jest prawdopodobieństwo, że oba s ↪a wadliwe?
b) Klient kupi l dwa nowe smartfony i okaza lo si ↪e, że oba s ↪a wadliwe. Jakie jest prawdopodo-

bieństwo, że oba by ly wyprodukowane w fabryce B?
c) Korzystaj ↪ac z twierdzenia Poissona obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że w losowej

puli 200 telefonów b ↪ed ↪a co najwyżej dwa wadliwe.

3. Zmienne losowe X, Y , Z s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad normalny o średniej 2 i wariancji 4.
a) Wyznaczyć g ↪estość zmiennej X − Y .
b) Obliczyć E

[
(2X + Y )2(Z − 2)

]
.

c) Rozstrzygn ↪ać, czy zmienne X + Y oraz Y − Z s ↪a niezależne.

4. Zmienna losowa (X, Y ) spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki: g ↪estość zmiennej X wynosi gX(x) =
3
64
x21(0,4)(x), zaś g ↪estość warunkowa zmiennej Y wzgl ↪edem zmiennej X to gY |X(y|x) = 1

2x
1{0≤y≤2x}.

Obliczyć Cov(X, Y ) oraz wartość dystrybuanty zmiennej Y
X

w punkcie 1.

5. Pracownik poczty planuje przewieźć wind ↪a 100 paczek: wagi poszczególnych paczek (w kilogra-
mach) s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [3, 7].

a) Zak ladaj ↪ac, że udźwig windy wynosi 600 kg, a pracownik waży 80 kg, obliczyć przybliżone
prawdopodobieństwo tego, że pracownik b ↪edzie musia l użyć windy dwa razy.

b) Za lóżmy, że paczki o wadze powyżej 6 kg s ↪a niewymiarowe i w windzie mieści si ↪e ich co najwyżej
30 na raz. Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że niewymiarowych paczek z dostawy 100
paczek nie da si ↪e przewieźć jednym kursem windy.

6. W przypadku s labego rocznego wyniku finansowego, spó lka może wstrzymać wyp lat ↪e dywi-
dendy. Jeśli w danym roku dywidenda zosta la wyp lacona, prawdopodobieństwo, iż zostanie wyp lacona
w nast ↪epnym roku, wynosi 0,7; jeśli zaś dywidenda w danym roku nie zosta la wyp lacona, prawdopo-
dobieństwo wyp laty w przysz lym roku wynosi 0,8.

a) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Jakie jest prawdopodobieństwo, że
nie zostanie ona wyp lacona w 2019 lub w 2020 roku?

b) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Obliczyć średni czas oczekiwania
(mierzony w latach) na wyp lat ↪e pierwszej dywidendy.

c) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo wyp laty dywidendy w 2100 roku.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 8 marca 2019r., grupa D

Aby uzyskać maksymaln ↪a liczb ↪e punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pi ↪eć. Każde zadanie
należy rozwi ↪azać na osobnej kartce. Każde z zadań b ↪edzie punktowane w skali 0 − 10 pkt. Prosz ↪e
czytelnie podpisać każd ↪a kartk ↪e imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosz ↪e na każdej
kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozk ladu normalnego s ↪a
niepotrzebne, należy operować jego dystrybuant ↪a. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. W urnie jest k bia lych kul i 10− k czarnych kul, gdzie k ∈ {0, 1, 2, . . . , 10} jest pewn ↪a losow ↪a
liczb ↪a (wszystkie możliwości s ↪a tak samo prawdopodobne). Z urny wyci ↪agamy jednocześnie siedem
kul.

a) Obliczyć wartość oczekiwan ↪a liczby czarnych kul wśród wyci ↪agni ↪etych.
b) Za lóżmy, że k = 7 i rozważmy zdarzenia A - ,,wśród wyci ↪agni ↪etych kul jest co najmniej jedna

czarna”, B - ,,w urnie pozosta ly co najmniej dwie czarne kule”. Rozstrzygn ↪ać, czy A, B s ↪a niezależne.

2. Pewien typ smartfonów jest wytwarzany w trzech fabrykach: 70% pochodzi z fabryki A, 25% z
fabryki B oraz 5% z fabryki C. Wiadomo, że co setny smartfon z fabryki A, co pi ↪ećdziesi ↪aty smartfon
z fabryki B oraz co dwudziesty smartfon wyprodukowany w fabryce C jest wadliwy.

a) Klient kupi l dwa nowe smartfony. Jakie jest prawdopodobieństwo, że oba s ↪a wadliwe?
b) Klient kupi l dwa nowe smartfony i okaza lo si ↪e, że oba s ↪a wadliwe. Jakie jest prawdopodo-

bieństwo, że oba by ly wyprodukowane w fabryce C?
c) Korzystaj ↪ac z twierdzenia Poissona obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że w losowej

puli 200 telefonów b ↪ed ↪a co najwyżej dwa wadliwe.

3. Zmienne losowe X, Y , Z s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad normalny o średniej −2 i wariancji 2.
a) Wyznaczyć g ↪estość zmiennej X − Y .
b) Obliczyć E

[
(2X − Y )2(2Z + 3)

]
.

c) Rozstrzygn ↪ać, czy zmienne X − Y oraz Y − Z s ↪a niezależne.

4. Zmienna losowa (X, Y ) spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki: g ↪estość zmiennej Y wynosi gY (y) =
3
64
y21(0,4)(y), zaś g ↪estość warunkowa zmiennej X wzgl ↪edem zmiennej Y to gX|Y (x|y) = 1

2y
1{0≤x≤2y}.

Obliczyć Cov(X, Y ) oraz wartość dystrybuanty zmiennej X
Y

w punkcie 1.

5. Pracownik poczty planuje przewieźć wind ↪a 100 paczek: wagi poszczególnych paczek (w kilogra-
mach) s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [4, 8].

a) Zak ladaj ↪ac, że udźwig windy wynosi 700 kg, a pracownik waży 80 kg, obliczyć przybliżone
prawdopodobieństwo tego, że pracownik b ↪edzie musia l użyć windy dwa razy.

b) Za lóżmy, że paczki o wadze powyżej 7 kg s ↪a niewymiarowe i w windzie mieści si ↪e ich co najwyżej
20 na raz. Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że niewymiarowych paczek z dostawy 100
paczek nie da si ↪e przewieźć jednym kursem windy.

6. W przypadku s labego rocznego wyniku finansowego, spó lka może wstrzymać wyp lat ↪e dywi-
dendy. Jeśli w danym roku dywidenda zosta la wyp lacona, prawdopodobieństwo, iż zostanie wyp lacona
w nast ↪epnym roku, wynosi 0,6; jeśli zaś dywidenda w danym roku nie zosta la wyp lacona, prawdopo-
dobieństwo wyp laty w przysz lym roku wynosi 0,8.

a) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 zosta la wyp lacona. Jakie jest prawdopodobieństwo, że
zostanie ona wyp lacona w 2019 lub w 2020 roku?

b) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Obliczyć średni czas oczekiwania
(mierzony w latach) na wyp lat ↪e pierwszej dywidendy.

c) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo wyp laty dywidendy w 2100 roku.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 8 marca 2019r., grupa A, I termin

Aby uzyskać maksymaln ↪a liczb ↪e punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pi ↪eć. Każde zadanie
należy rozwi ↪azać na osobnej kartce. Każde z zadań b ↪edzie punktowane w skali 0 − 10 pkt. Prosz ↪e
czytelnie podpisać każd ↪a kartk ↪e imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosz ↪e na każdej
kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozk ladu normalnego s ↪a
niepotrzebne, należy operować jego dystrybuant ↪a. Czas trwania egzaminu: 120 min.

3. Zmienne losowe X, Y , Z s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad normalny o średniej 1 i wariancji 2.
a) Wyznaczyć g ↪estość zmiennej X − Y .
b) Obliczyć E

[
(X − 2Y )2(2Z + 1)

]
.

c) Rozstrzygn ↪ać, czy zmienne X + Y oraz Y + Z s ↪a niezależne.

4. Zmienna losowa (X, Y ) spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki: g ↪estość zmiennej X wynosi gX(x) =
3
8
x21(0,2)(x), zaś g ↪estość warunkowa zmiennej Y wzgl ↪edem zmiennej X to gY |X(y|x) = 1

2x
1{0≤y≤2x}.

Obliczyć Cov(X, Y ) oraz wartość dystrybuanty zmiennej Y
X

w punkcie 1.

5. Pracownik poczty planuje przewieźć wind ↪a 200 paczek: wagi poszczególnych paczek (w kilogra-
mach) s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [2, 4].

a) Zak ladaj ↪ac, że udźwig windy wynosi 700 kg, a pracownik waży 80 kg, obliczyć przybliżone
prawdopodobieństwo tego, że pracownik b ↪edzie musia l użyć windy dwa razy.

b) Za lóżmy, że paczki o wadze powyżej 3,5 kg s ↪a niewymiarowe i w windzie mieści si ↪e ich co
najwyżej 40 na raz. Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że niewymiarowych paczek z
dostawy 200 paczek nie da si ↪e przewieźć jednym kursem windy.

6. W przypadku s labego rocznego wyniku finansowego, spó lka może wstrzymać wyp lat ↪e dywi-
dendy. Jeśli w danym roku dywidenda zosta la wyp lacona, prawdopodobieństwo, iż zostanie wyp lacona
w nast ↪epnym roku, wynosi 0,9; jeśli zaś dywidenda w danym roku nie zosta la wyp lacona, prawdopo-
dobieństwo wyp laty w przysz lym roku wynosi 0,6.

a) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Jakie jest prawdopodobieństwo, że
zostanie ona wyp lacona w 2019 lub w 2020 roku?

b) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Obliczyć średni czas oczekiwania
(mierzony w latach) na wyp lat ↪e pierwszej dywidendy.

c) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo wyp laty dywidendy w 2100 roku.

7. Pewna firma monitoruje wp lyw stresu na wydajność pracowników. Poziom stresu ustalonego
dnia mierzony jest za pomoc ↪a zmiennej X o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [1, 3]. Wiadomo,
że jeśli poziom stresu wynosi x, to wydajność Y losowo wybranego pracownika jest zmienn ↪a losow ↪a o
rozk ladzie Exp(2x).

a) Obliczyć prawdopodobieństwo, że wydajność losowo wybranego pracownika w danym dniu b ↪edzie
wi ↪eksza niż 2.

b) Za lóżmy, że wydajność losowo wybranego pracownika w danym dniu jest wi ↪eksza niż 2. Obliczyć
prawdopodobieństwo tego, że poziom stresu jest mniejszy niż 2.

8. W pewnym sklepie odzieżowym sprzedawane s ↪a koszule firmy A oraz koszule firmy B. Z danych
statystycznych wynika, że średnio co pi ↪aty klient sklepu decyduje si ↪e kupić koszul ↪e; wybiera wówczas
koszul ↪e firmy A z prawdopodobieństwem 2/5 i koszul ↪e firmy B z prawdopodobieństwem 3/5.

a) Korzystaj ↪ac z twierdzenia Czebyszewa-Bienaymé, oszacować z do lu prawdopodobieństwo tego,
że stu klientów sklepu kupi lo 7, 8 lub 9 koszul firmy A.

b) Niech Sn oznacza liczb ↪e koszul firmy B zakupionych przez pierwszych n klientów sklepu, licz ↪ac
od 1 stycznia 2019 r. Wyznaczyć granic ↪e, w sensie zbieżności wed lug prawdopodobieństwa, ci ↪agu
S2
n + Sn

2− n2
, n = 1, 2, . . ..



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 8 marca 2019r., grupa B, I termin

Aby uzyskać maksymaln ↪a liczb ↪e punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pi ↪eć. Każde zadanie
należy rozwi ↪azać na osobnej kartce. Każde z zadań b ↪edzie punktowane w skali 0 − 10 pkt. Prosz ↪e
czytelnie podpisać każd ↪a kartk ↪e imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosz ↪e na każdej
kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozk ladu normalnego s ↪a
niepotrzebne, należy operować jego dystrybuant ↪a. Czas trwania egzaminu: 120 min.

3. Zmienne losowe X, Y , Z s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad normalny o średniej −2 i wariancji 3.
a) Wyznaczyć g ↪estość zmiennej X − Y .
b) Obliczyć E

[
(2X − Y )2(Z + 2)

]
.

c) Rozstrzygn ↪ać, czy zmienne X − Y oraz Y + Z s ↪a niezależne.

4. Zmienna losowa (X, Y ) spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki: g ↪estość zmiennej Y wynosi gY (y) =
3
8
y21(0,2)(y), zaś g ↪estość warunkowa zmiennej X wzgl ↪edem zmiennej Y to gX|Y (x|y) = 1

2y
1{0≤x≤2y}.

Obliczyć Cov(X, Y ) oraz wartość dystrybuanty zmiennej X
Y

w punkcie 1.

5. Pracownik poczty planuje przewieźć wind ↪a 200 paczek: wagi poszczególnych paczek (w kilogra-
mach) s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [2, 6].

a) Zak ladaj ↪ac, że udźwig windy wynosi 900 kg, a pracownik waży 80 kg, obliczyć przybliżone
prawdopodobieństwo tego, że pracownik b ↪edzie musia l użyć windy dwa razy.

b) Za lóżmy, że paczki o wadze powyżej 5 kg s ↪a niewymiarowe i w windzie mieści si ↪e ich co najwyżej
55 na raz. Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że niewymiarowe paczki z dostawy 200
paczek da si ↪e przewieźć jednym kursem windy.

6. W przypadku s labego rocznego wyniku finansowego, spó lka może wstrzymać wyp lat ↪e dywi-
dendy. Jeśli w danym roku dywidenda zosta la wyp lacona, prawdopodobieństwo, iż zostanie wyp lacona
w nast ↪epnym roku, wynosi 0,8; jeśli zaś dywidenda w danym roku nie zosta la wyp lacona, prawdopo-
dobieństwo wyp laty w przysz lym roku wynosi 0,5.

a) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 zosta la wyp lacona. Jakie jest prawdopodobieństwo, że nie
zostanie ona wyp lacona w 2019 lub w 2020 roku?

b) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Obliczyć średni czas oczekiwania
(mierzony w latach) na wyp lat ↪e pierwszej dywidendy.

c) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo wyp laty dywidendy w 2100 roku.

7. Pewna firma monitoruje wp lyw stresu na wydajność pracowników. Poziom stresu ustalonego
dnia mierzony jest za pomoc ↪a zmiennej X o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [1, 3]. Wiadomo,
że jeśli poziom stresu wynosi x, to wydajność Y losowo wybranego pracownika jest zmienn ↪a losow ↪a o
rozk ladzie Exp(2x).

a) Obliczyć prawdopodobieństwo, że wydajność losowo wybranego pracownika w danym dniu b ↪edzie
wi ↪eksza niż 2.

b) Za lóżmy, że wydajność losowo wybranego pracownika w danym dniu jest wi ↪eksza niż 2. Obliczyć
prawdopodobieństwo tego, że poziom stresu jest mniejszy niż 2.

8. W pewnym sklepie odzieżowym sprzedawane s ↪a koszule firmy A oraz koszule firmy B. Z danych
statystycznych wynika, że średnio co pi ↪aty klient sklepu decyduje si ↪e kupić koszul ↪e; wybiera wówczas
koszul ↪e firmy A z prawdopodobieństwem 2/5 i koszul ↪e firmy B z prawdopodobieństwem 3/5.

a) Korzystaj ↪ac z twierdzenia Czebyszewa-Bienaymé, oszacować z do lu prawdopodobieństwo tego,
że stu klientów sklepu kupi lo 7, 8 lub 9 koszul firmy A.

b) Niech Sn oznacza liczb ↪e koszul firmy B zakupionych przez pierwszych n klientów sklepu, licz ↪ac
od 1 stycznia 2019 r. Wyznaczyć granic ↪e, w sensie zbieżności wed lug prawdopodobieństwa, ci ↪agu
S2
n + Sn

2− n2
, n = 1, 2, . . ..



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 8 marca 2019r., grupa C, I termin

Aby uzyskać maksymaln ↪a liczb ↪e punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pi ↪eć. Każde zadanie
należy rozwi ↪azać na osobnej kartce. Każde z zadań b ↪edzie punktowane w skali 0 − 10 pkt. Prosz ↪e
czytelnie podpisać każd ↪a kartk ↪e imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosz ↪e na każdej
kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozk ladu normalnego s ↪a
niepotrzebne, należy operować jego dystrybuant ↪a. Czas trwania egzaminu: 120 min.

3. Zmienne losowe X, Y , Z s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad normalny o średniej 2 i wariancji 4.
a) Wyznaczyć g ↪estość zmiennej X − Y .
b) Obliczyć E

[
(2X + Y )2(Z − 2)

]
.

c) Rozstrzygn ↪ać, czy zmienne X + Y oraz Y − Z s ↪a niezależne.

4. Zmienna losowa (X, Y ) spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki: g ↪estość zmiennej X wynosi gX(x) =
3
64
x21(0,4)(x), zaś g ↪estość warunkowa zmiennej Y wzgl ↪edem zmiennej X to gY |X(y|x) = 1

2x
1{0≤y≤2x}.

Obliczyć Cov(X, Y ) oraz wartość dystrybuanty zmiennej Y
X

w punkcie 1.

5. Pracownik poczty planuje przewieźć wind ↪a 100 paczek: wagi poszczególnych paczek (w kilogra-
mach) s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [3, 7].

a) Zak ladaj ↪ac, że udźwig windy wynosi 600 kg, a pracownik waży 80 kg, obliczyć przybliżone
prawdopodobieństwo tego, że pracownik b ↪edzie musia l użyć windy dwa razy.

b) Za lóżmy, że paczki o wadze powyżej 6 kg s ↪a niewymiarowe i w windzie mieści si ↪e ich co najwyżej
30 na raz. Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że niewymiarowych paczek z dostawy 100
paczek nie da si ↪e przewieźć jednym kursem windy.

6. W przypadku s labego rocznego wyniku finansowego, spó lka może wstrzymać wyp lat ↪e dywi-
dendy. Jeśli w danym roku dywidenda zosta la wyp lacona, prawdopodobieństwo, iż zostanie wyp lacona
w nast ↪epnym roku, wynosi 0,7; jeśli zaś dywidenda w danym roku nie zosta la wyp lacona, prawdopo-
dobieństwo wyp laty w przysz lym roku wynosi 0,8.

a) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Jakie jest prawdopodobieństwo, że
nie zostanie ona wyp lacona w 2019 lub w 2020 roku?

b) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Obliczyć średni czas oczekiwania
(mierzony w latach) na wyp lat ↪e pierwszej dywidendy.

c) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo wyp laty dywidendy w 2100 roku.

7. Pewna firma monitoruje wp lyw stresu na wydajność pracowników. Poziom stresu ustalonego
dnia mierzony jest za pomoc ↪a zmiennej X o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [1, 3]. Wiadomo,
że jeśli poziom stresu wynosi x, to wydajność Y losowo wybranego pracownika jest zmienn ↪a losow ↪a o
rozk ladzie Exp(2x).

a) Obliczyć prawdopodobieństwo, że wydajność losowo wybranego pracownika w danym dniu b ↪edzie
wi ↪eksza niż 2.

b) Za lóżmy, że wydajność losowo wybranego pracownika w danym dniu jest wi ↪eksza niż 2. Obliczyć
prawdopodobieństwo tego, że poziom stresu jest mniejszy niż 2.

8. W pewnym sklepie odzieżowym sprzedawane s ↪a koszule firmy A oraz koszule firmy B. Z danych
statystycznych wynika, że średnio co pi ↪aty klient sklepu decyduje si ↪e kupić koszul ↪e; wybiera wówczas
koszul ↪e firmy A z prawdopodobieństwem 2/5 i koszul ↪e firmy B z prawdopodobieństwem 3/5.

a) Korzystaj ↪ac z twierdzenia Czebyszewa-Bienaymé, oszacować z do lu prawdopodobieństwo tego,
że stu klientów sklepu kupi lo 7, 8 lub 9 koszul firmy A.

b) Niech Sn oznacza liczb ↪e koszul firmy B zakupionych przez pierwszych n klientów sklepu, licz ↪ac
od 1 stycznia 2019 r. Wyznaczyć granic ↪e, w sensie zbieżności wed lug prawdopodobieństwa, ci ↪agu
S2
n + Sn

2− n2
, n = 1, 2, . . ..



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieństwa WNE - 8 marca 2019r., grupa D, I termin

Aby uzyskać maksymaln ↪a liczb ↪e punktów, z poniższych sześciu zadań należy zrobić pi ↪eć. Każde zadanie
należy rozwi ↪azać na osobnej kartce. Każde z zadań b ↪edzie punktowane w skali 0 − 10 pkt. Prosz ↪e
czytelnie podpisać każd ↪a kartk ↪e imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Prosz ↪e na każdej
kartce umieścić także oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozk ladu normalnego s ↪a
niepotrzebne, należy operować jego dystrybuant ↪a. Czas trwania egzaminu: 120 min.

3. Zmienne losowe X, Y , Z s ↪a niezależne i maj ↪a rozk lad normalny o średniej −2 i wariancji 2.
a) Wyznaczyć g ↪estość zmiennej X − Y .
b) Obliczyć E

[
(2X − Y )2(2Z + 3)

]
.

c) Rozstrzygn ↪ać, czy zmienne X − Y oraz Y − Z s ↪a niezależne.

4. Zmienna losowa (X, Y ) spe lnia nast ↪epuj ↪ace warunki: g ↪estość zmiennej Y wynosi gY (y) =
3
64
y21(0,4)(y), zaś g ↪estość warunkowa zmiennej X wzgl ↪edem zmiennej Y to gX|Y (x|y) = 1

2y
1{0≤x≤2y}.

Obliczyć Cov(X, Y ) oraz wartość dystrybuanty zmiennej X
Y

w punkcie 1.

5. Pracownik poczty planuje przewieźć wind ↪a 100 paczek: wagi poszczególnych paczek (w kilogra-
mach) s ↪a niezależnymi zmiennymi losowymi o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [4, 8].

a) Zak ladaj ↪ac, że udźwig windy wynosi 700 kg, a pracownik waży 80 kg, obliczyć przybliżone
prawdopodobieństwo tego, że pracownik b ↪edzie musia l użyć windy dwa razy.

b) Za lóżmy, że paczki o wadze powyżej 7 kg s ↪a niewymiarowe i w windzie mieści si ↪e ich co najwyżej
20 na raz. Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo tego, że niewymiarowych paczek z dostawy 100
paczek nie da si ↪e przewieźć jednym kursem windy.

6. W przypadku s labego rocznego wyniku finansowego, spó lka może wstrzymać wyp lat ↪e dywi-
dendy. Jeśli w danym roku dywidenda zosta la wyp lacona, prawdopodobieństwo, iż zostanie wyp lacona
w nast ↪epnym roku, wynosi 0,6; jeśli zaś dywidenda w danym roku nie zosta la wyp lacona, prawdopo-
dobieństwo wyp laty w przysz lym roku wynosi 0,8.

a) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 zosta la wyp lacona. Jakie jest prawdopodobieństwo, że
zostanie ona wyp lacona w 2019 lub w 2020 roku?

b) Za lóżmy, że dywidenda za rok 2018 nie zosta la wyp lacona. Obliczyć średni czas oczekiwania
(mierzony w latach) na wyp lat ↪e pierwszej dywidendy.

c) Obliczyć przybliżone prawdopodobieństwo wyp laty dywidendy w 2100 roku.

7. Pewna firma monitoruje wp lyw stresu na wydajność pracowników. Poziom stresu ustalonego
dnia mierzony jest za pomoc ↪a zmiennej X o rozk ladzie jednostajnym na przedziale [1, 3]. Wiadomo,
że jeśli poziom stresu wynosi x, to wydajność Y losowo wybranego pracownika jest zmienn ↪a losow ↪a o
rozk ladzie Exp(2x).

a) Obliczyć prawdopodobieństwo, że wydajność losowo wybranego pracownika w danym dniu b ↪edzie
wi ↪eksza niż 2.

b) Za lóżmy, że wydajność losowo wybranego pracownika w danym dniu jest wi ↪eksza niż 2. Obliczyć
prawdopodobieństwo tego, że poziom stresu jest mniejszy niż 2.

8. W pewnym sklepie odzieżowym sprzedawane s ↪a koszule firmy A oraz koszule firmy B. Z danych
statystycznych wynika, że średnio co pi ↪aty klient sklepu decyduje si ↪e kupić koszul ↪e; wybiera wówczas
koszul ↪e firmy A z prawdopodobieństwem 2/5 i koszul ↪e firmy B z prawdopodobieństwem 3/5.

a) Korzystaj ↪ac z twierdzenia Czebyszewa-Bienaymé, oszacować z do lu prawdopodobieństwo tego,
że stu klientów sklepu kupi lo 7, 8 lub 9 koszul firmy A.

b) Niech Sn oznacza liczb ↪e koszul firmy B zakupionych przez pierwszych n klientów sklepu, licz ↪ac
od 1 stycznia 2019 r. Wyznaczyć granic ↪e, w sensie zbieżności wed lug prawdopodobieństwa, ci ↪agu
S2
n + Sn

2− n2
, n = 1, 2, . . ..


