Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 10 marca 2017r., grupa A,
IT termin

Czas trwania egzaminu: 120 minut. Kazde zadanie nalezy rozwiazacé na osobnej kartce, czytelnie
podpisanej imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i oznaczeniem grupy (A, B, ...). Kazde z zadan
bedzie punktowane w skali 0 — 10 pkt, wynikiem koncowym egzaminu jest suma punktow uzyskana
z pieciu najwyzej ocentonych zadan. Tablice rozktadu normalnego sa niepotrzebne, nalezy operowaé
jego dystrybuanta.

1. 5 kul ponumerowanych liczbami 1, 2, ..., 5 umieszczono losowo w czterech urnach.

a) Obliczy¢ wartosé oczekiwana liczby urn, w ktérych znajduje sie co najmniej jedna kula.

b) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze kule z numerami 1 i 2 sa w tej samej urnie, jesli wiadomo,
ze w kazdej urnie znajduje sie co najmniej jedna kula?

2. Zakladamy, ze liczba samochodéw w rodzinie, losowo wybranej z pewnej populacji, jest
zmienna losowa X o rozkladzie P(X = 0) = P(X = 1) = 4/9, P(X = 2) = 1/9. Kazdy z samo-
chodow, niezaleznie od pozostalych, zostal pomalowany na jeden z trzech koloréw: na niebiesko,
zielono lub czerwono (wybdr kazdego koloru jest jednakowo prawdopodobny).

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wéréd 10 rodzin sa co najmniej dwie bez czerwonego sa-
mochodu. Przyjmujemy, ze liczby samochodéw w réznych rodzinach sa niezalezne.

b) Zalézmy, ze w pewnej ustalonej rodzinie nie ma czerwonego samochodu. Obliczyé¢ prawdo-
podobienstwo, ze w tej rodzinie sa doktadnie dwa samochody.

3. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia g(x,y) = cxl{z3>0,y>0,2+2y<2}-
Obliczy¢ ¢, gestos¢ zmiennej X oraz P(max{X,Y} <1).

4. Zmienne losowe X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X i Y maja rozklad N(1,4), a Z ma
rozktad N(1,2).

a) Wyznaczy¢ takie parametry a, b, by zmienne aX + Y oraz bZ mialy ten sam rozklad.

_ X+Y

b) Obliczyé¢ E (ZQ——H Z + 1).

¢) Wyznaczy¢ macierz kowariancji zmiennej (X, XY).

5. Prawdopodobienstwo, ze podrézny kupujacy bilet na pociag woli siedzie¢ w wagonie z prze-
dziatami (odp. bez przedzialéw) wynosi 3/4 (odp. 1/4). Bilety kupuje 400 podréznych.

a) Bilet w wagonie bez przedzialéw kosztuje 100 zlotych, a w wagonie z przedziatami 110 ztotych.
Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, poda¢ przyblizone prawdopodobienstwo, ze
kwota uzyskana ze sprzedazy biletéw przekroczy 40800 zlotych.

b) Przypusémy, ze w pociagu jest 400 miejsc w wagonach z przedziatami i 100 miejsc w wago-
nach bezprzedzialowych. W razie braku miejsca preferowanego typu, podrézny wykupuje miejsce
drugiego typu. Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, podaé¢ przyblizone prawdo-
podobienstwo, ze kazdy podrézny dostal miejsce zgodne ze swoja preferencja (tzn. w wagonie z
przedziatami lub bez).

6. Naukowiec majacy 3 parasole wedruje miedzy domem a biurem, zabierajac ze soba parasol
(jesli jest on pod reka) wtedy, gdy pada (prawdopodobieristwo 1/5), lecz nie przy bezdeszczo-
wej pogodzie (prawdopodobieristwo 4/5). Zakladamy, ze kazdego dnia naukowiec odwiedza biuro
doktadnie raz. Stanem tancucha Markowa jest liczba parasoli znajdujacych sie pod reka, bez wzgledu
na to, czy naukowiec jest w domu, czy w miejscu pracy.

a) Skonstruowaé¢ macierz przejscia.

b) Znalez¢ rozktad stacjonarny.

¢) Znalez¢ przyblizone prawdopodobienstwo zmokniecia naukowca w drodze do pracy w danym,
odlegltym dniu.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 10 marca 2017r., grupa B,
IT termin

Czas trwania egzaminu: 120 minut. Kazde zadanie nalezy rozwiazacé na osobnej kartce, czytelnie
podpisanej imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i oznaczeniem grupy (A, B, ...). Kazde z zadan
bedzie punktowane w skali 0 — 10 pkt, wynikiem koncowym egzaminu jest suma punktow uzyskana
z pieciu najwyzej ocentonych zadan. Tablice rozktadu normalnego sa niepotrzebne, nalezy operowaé
jego dystrybuanta.

1. 6 kul ponumerowanych liczbami 1, 2, ..., 6 umieszczono losowo w pieciu urnach.

a) Obliczy¢ wartos¢ oczekiwana liczby urn, w ktérych znajduje sie co najmniej jedna kula.

b) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze kule z numerami 1 i 2 sa w tej samej urnie, jesli wiadomo,
ze w kazdej urnie znajduje sie co najmniej jedna kula?

2. Zakladamy, ze liczba samochodéw w rodzinie, losowo wybranej z pewnej populacji, jest
zmienna losowa X o rozkladzie P(X = 0) = P(X = 1) = 3/7, P(X = 2) = 1/7. Kazdy z samo-
chodow, niezaleznie od pozostalych, zostal pomalowany na jeden z trzech koloréw: na niebiesko,
zielono lub czerwono (wybdr kazdego koloru jest jednakowo prawdopodobny).

a) Obliczy¢ prawdopodobienistwo, ze wsréd 9 rodzin sa co najmniej dwie bez czerwonego samo-
chodu. Przyjmujemy, ze liczby samochodéw w réznych rodzinach sa niezalezne.

b) Zalézmy, ze w pewnej ustalonej rodzinie nie ma zielonego samochodu. Obliczyé prawdopo-
dobienstwo, ze w tej rodzinie sa doktadnie dwa samochody.

3. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestodcia g(z,y) = cyl(z>0,y>0,20+y<2}-
Obliczy¢ ¢, gestosé zmiennej Y oraz P(max{X,Y} < 1).

4. Zmienne losowe X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X i Y maja rozktad N(—1,4), a Z ma
rozktad N(—1,2).

a) Wyznaczy¢ takie parametry a, b, by zmienne X + aY oraz bZ mialy ten sam rozklad.

., X +2Y

b) Obliczyé¢ E <22—+2 Z + 1).

¢) Wyznaczy¢ macierz kowariancji zmiennej (X, X 7).

5. Prawdopodobienstwo, ze podrézny kupujacy bilet na pociag woli siedzie¢ w wagonie z prze-
dziatami (odp. bez przedzialéw) wynosi 3/5 (odp. 2/5). Bilety kupuje 900 podréznych.

a) Bilet w wagonie bez przedzialéw kosztuje 100 zlotych, a w wagonie z przedziatami 110 ztotych.
Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, poda¢ przyblizone prawdopodobienstwo, ze
kwota uzyskana ze sprzedazy biletéw przekroczy 93000 ziotych.

b) Przypusémy, ze w pociagu jest 900 miejsc w wagonach z przedziatami i 100 miejsc w wago-
nach bezprzedzialowych. W razie braku miejsca preferowanego typu, podrézny wykupuje miejsce
drugiego typu. Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, podaé¢ przyblizone prawdo-
podobienstwo, ze kazdy podrézny dostal miejsce zgodne ze swoja preferencja (tzn. w wagonie z
przedziatami lub bez).

6. Naukowiec majacy 3 parasole wedruje miedzy domem a biurem, zabierajac ze soba parasol
(jesli jest on pod reka) wtedy, gdy pada (prawdopodobieristwo 1/4), lecz nie przy bezdeszczo-
wej pogodzie (prawdopodobieristwo 3/4). Zakladamy, ze kazdego dnia naukowiec odwiedza biuro
doktadnie raz. Stanem tancucha Markowa jest liczba parasoli znajdujacych sie pod reka, bez wzgledu
na to, czy naukowiec jest w domu, czy w miejscu pracy.

a) Skonstruowaé¢ macierz przejscia.

b) Znalez¢ rozktad stacjonarny.

¢) Znalez¢ przyblizone prawdopodobienstwo zmokniecia naukowca w drodze do pracy w danym,
odlegltym dniu.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 10 marca 2017r., grupa C,
IT termin

Czas trwania egzaminu: 120 minut. Kazde zadanie nalezy rozwiazacé na osobnej kartce, czytelnie
podpisanej imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i oznaczeniem grupy (A, B, ...). Kazde z zadan
bedzie punktowane w skali 0 — 10 pkt, wynikiem koncowym egzaminu jest suma punktow uzyskana
z pieciu najwyzej ocentonych zadan. Tablice rozktadu normalnego sa niepotrzebne, nalezy operowaé
jego dystrybuanta.

1. 5 kul ponumerowanych liczbami 1, 2, ..., 5 umieszczono losowo w czterech urnach.

a) Obliczy¢ wartosé oczekiwana liczby urn, w ktérych znajduje sie co najmniej jedna kula.

b) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze kule z numerami 4 i 5 sa w tej samej urnie, jesli wiadomo,
ze w kazdej urnie znajduje sie co najmniej jedna kula?

2. Zakladamy, ze liczba samochodéw w rodzinie, losowo wybranej z pewnej populacji, jest
zmienna losowa X o rozkladzie P(X = 0) = P(X = 1) = 5/11, P(X = 2) = 1/11. Kazdy z samo-
chodow, niezaleznie od pozostalych, zostal pomalowany na jeden z trzech koloréw: na niebiesko,
zielono lub czerwono (wybdr kazdego koloru jest jednakowo prawdopodobny).

a) Obliczy¢ prawdopodobieristwo, ze wsrdd 8 rodzin sa co najmniej dwie bez niebieskiego samo-
chodu. Przyjmujemy, ze liczby samochodéw w réznych rodzinach sa niezalezne.

b) Zalézmy, ze w pewnej ustalonej rodzinie nie ma niebieskiego samochodu. Obliczyé¢ prawdo-
podobienstwo, ze w tej rodzinie sa doktadnie dwa samochody.

3. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestoscia g(x,y) = cxl{3>0,y>0,2+3y<3}-
Obliczy¢ ¢, gestosé zmiennej X oraz P(max{X,Y} <1).

4. Zmienne losowe X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X i Y maja rozklad N(—1,4), a Z ma
rozktad N(—1,2).

a) Wyznaczy¢ takie parametry a, b, by zmienne aX — Y oraz bZ mialy ten sam rozklad.

., X +3Y

b) Obliczyé¢ E <22—+3 Z + 1).

¢) Wyznaczy¢ macierz kowariancji zmiennej (Y,Y 7).

5. Prawdopodobienstwo, ze podrézny kupujacy bilet na pociag woli siedzie¢ w wagonie z prze-
dziatami (odp. bez przedzialéw) wynosi 1/4 (odp. 3/4). Bilety kupuje 400 podréznych.

a) Bilet w wagonie bez przedzialéw kosztuje 100 zlotych, a w wagonie z przedziatami 110 ztotych.
Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, poda¢ przyblizone prawdopodobienstwo, ze
kwota uzyskana ze sprzedazy biletéw przekroczy 43000 ziotych.

b) Przypusémy, ze w pociagu jest 100 miejsc w wagonach z przedziatami i 400 miejsc w wago-
nach bezprzedzialowych. W razie braku miejsca preferowanego typu, podrézny wykupuje miejsce
drugiego typu. Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, podaé¢ przyblizone prawdo-
podobienstwo, ze kazdy podrézny dostal miejsce zgodne ze swoja preferencja (tzn. w wagonie z
przedziatami lub bez).

6. Naukowiec majacy 3 parasole wedruje miedzy domem a biurem, zabierajac ze soba parasol
(jesli jest on pod reka) wtedy, gdy pada (prawdopodobieristwo 1/3), lecz nie przy bezdeszczo-
wej pogodzie (prawdopodobieristwo 2/3). Zakladamy, ze kazdego dnia naukowiec odwiedza biuro
doktadnie raz. Stanem tancucha Markowa jest liczba parasoli znajdujacych sie pod reka, bez wzgledu
na to, czy naukowiec jest w domu, czy w miejscu pracy.

a) Skonstruowaé¢ macierz przejscia.

b) Znalez¢ rozktad stacjonarny.

¢) Znalez¢ przyblizone prawdopodobienstwo zmokniecia naukowca w drodze do pracy w danym,
odlegltym dniu.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WINE - 10 marca 2017r., grupa D,
IT termin

Czas trwania egzaminu: 120 minut. Kazde zadanie nalezy rozwiazacé na osobnej kartce, czytelnie
podpisanej imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu i oznaczeniem grupy (A, B, ...). Kazde z zadan
bedzie punktowane w skali 0 — 10 pkt, wynikiem koncowym egzaminu jest suma punktow uzyskana
z pieciu najwyzej ocentonych zadan. Tablice rozktadu normalnego sa niepotrzebne, nalezy operowaé
jego dystrybuanta.

1. 5 kul ponumerowanych liczbami 1, 2, ..., 6 umieszczono losowo w pieciu urnach.

a) Obliczy¢ wartosé oczekiwana liczby urn, w ktérych znajduje sie co najmniej jedna kula.

b) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze kule z numerami 5 i 6 sa w tej samej urnie, jesli wiadomo,
ze w kazdej urnie znajduje sie co najmniej jedna kula?

2. Zakladamy, ze liczba samochodéw w rodzinie, losowo wybranej z pewnej populacji, jest
zmienna losowa X o rozkladzie P(X = 0) = P(X = 1) = 2/5, P(X = 2) = 1/5. Kazdy z samo-
chodow, niezaleznie od pozostalych, zostal pomalowany na jeden z trzech koloréw: na niebiesko,
zielono lub czerwono (wybdr kazdego koloru jest jednakowo prawdopodobny).

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze wéréd 12 rodzin sa co najmniej dwie bez czerwonego sa-
mochodu. Przyjmujemy, ze liczby samochodéw w réznych rodzinach sa niezalezne.

b) Zalézmy, ze w pewnej ustalonej rodzinie nie ma czerwonego samochodu. Obliczyé¢ prawdo-
podobienstwo, ze w tej rodzinie sa doktadnie dwa samochody.

3. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad z gestodcia g(z,y) = cyl{z>0,y>0,30+y<3}-
Obliczy¢ ¢, gestosé zmiennej Y oraz P(max{X,Y} < 1).

4. Zmienne losowe X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X i Y maja rozklad N(1,4), a Z ma
rozktad N(1,2).

a) Wyznaczy¢ takie parametry a, b, by zmienne aX — Y oraz bZ mialy ten sam rozklad.

., 2X+Y

b) Obliczyé¢ E (m Z + 1).

¢) Wyznaczy¢ macierz kowariancji zmiennej (Y Z,Y).

5. Prawdopodobienstwo, ze podrézny kupujacy bilet na pociag woli siedzie¢ w wagonie z prze-
dziatami (odp. bez przedzialéw) wynosi 2/5 (odp. 3/5). Bilety kupuje 900 podréznych.

a) Bilet w wagonie bez przedzialéw kosztuje 100 zlotych, a w wagonie z przedziatami 110 ztotych.
Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, poda¢ przyblizone prawdopodobienstwo, ze
kwota uzyskana ze sprzedazy biletéw przekroczy 95000 ziotych.

b) Przypusémy, ze w pociagu jest 100 miejsc w wagonach z przedziatami i 900 miejsc w wago-
nach bezprzedzialowych. W razie braku miejsca preferowanego typu, podrézny wykupuje miejsce
drugiego typu. Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, podaé¢ przyblizone prawdo-
podobienstwo, ze kazdy podrézny dostal miejsce zgodne ze swoja preferencja (tzn. w wagonie z
przedziatami lub bez).

6. Naukowiec majacy 3 parasole wedruje miedzy domem a biurem, zabierajac ze soba parasol
(jesli jest on pod reka) wtedy, gdy pada (prawdopodobieristwo 1/6), lecz nie przy bezdeszczo-
wej pogodzie (prawdopodobieristwo 5/6). Zakladamy, ze kazdego dnia naukowiec odwiedza biuro
doktadnie raz. Stanem tancucha Markowa jest liczba parasoli znajdujacych sie pod reka, bez wzgledu
na to, czy naukowiec jest w domu, czy w miejscu pracy.

a) Skonstruowaé¢ macierz przejscia.

b) Znalez¢ rozktad stacjonarny.

¢) Znalez¢ przyblizone prawdopodobienstwo zmokniecia naukowca w drodze do pracy w danym,
odlegltym dniu.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 10 marca 2017r., grupa A,
I termin

Czas trwania egzaminu: 120 minut. Kazde zadanie nalezy rozwiazacé na osobnej kartce, czytelnie
podpisanej imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu 1 oznaczeniem grupy (A, B, ...). Kazde z zadan
bedzie punktowane w skali 0 — 10 pkt, wynikiem koncowym egzaminu jest suma punktow uzyskana
z pieciu najwyzej ocentonych zadan. Tablice rozktadu normalnego sa niepotrzebne, nalezy operowaé
jego dystrybuanta.

3. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y") ma rozklad z gestoscia g(z,y) = cxl{z>0,y>0,0+2y<2}-
Obliczy¢ ¢, gestosé zmiennej X oraz P(max{X,Y} <1).

4. Zmienne losowe X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X i Y maja rozklad N(1,4), a Z ma
rozkltad N(1,2).
a) Wyznaczy¢ takie parametry a, b, by zmienne aX + Y oraz bZ mialy ten sam rozklad.

X+v
b) ObliczyéIE( i Z+1).

Z?+1
¢) Wyznaczy¢é macierz kowariancji zmiennej (X, XY).

5. Prawdopodobienstwo, ze podrozny kupujacy bilet na pociag woli siedzie¢ w wagonie z prze-
dzialami (odp. bez przedzialéw) wynosi 3/4 (odp. 1/4). Bilety kupuje 400 podréznych.

a) Bilet w wagonie bez przedzialéw kosztuje 100 zlotych, a w wagonie z przedziatami 110 ztotych.
Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, poda¢ przyblizone prawdopodobienstwo, ze
kwota uzyskana ze sprzedazy biletéw przekroczy 40800 ztotych.

b) Przypusémy, ze w pociagu jest 400 miejsc w wagonach z przedzialami i 100 miejsc w wago-
nach bezprzedzialowych. W razie braku miejsca preferowanego typu, podrézny wykupuje miejsce
drugiego typu. Korzystajac z Centralnego Twierdzenia Granicznego, podaé¢ przyblizone prawdo-
podobienstwo, ze kazdy podrézny dostal miejsce zgodne ze swoja preferencja (tzn. w wagonie z
przedziatami lub bez).

6. Naukowiec majacy 3 parasole wedruje miedzy domem a biurem, zabierajac ze soba parasol
(jesli jest on pod reka) wtedy, gdy pada (prawdopodobieristwo 1/5), lecz nie przy bezdeszczo-
wej pogodzie (prawdopodobienstwo 4/5). Zaktadamy, ze kazdego dnia naukowiec odwiedza biuro
doktadnie raz. Stanem lanicucha Markowa jest liczba parasoli znajdujacych sie pod reka, bez wzgledu
na to, czy naukowiec jest w domu, czy w miejscu pracy.

a) Skonstruowaé macierz przejScia. b) Znalezé rozklad stacjonarny. c¢) Znalezé przyblizone
prawdopodobienstwo zmokniecia naukowca w drodze do pracy w danym, odlegtym dniu.

7. Srednia predkos$é wiatru, mierzona w km /h, jest zmienna losowa X o rozkladzie wyktadniczym
z parametrem 1. Jesli X = x, to ilo$¢ zuzytej konwencjonalnej energii elektrycznej, oznaczona przez
Y i mierzona w kWh, ma rozktad wyktadniczy z parametrem x. Wyznaczy¢ rozktad zmiennej Y
oraz obliczy¢ E(£ + 1]Y).

8. Instytut Meteorologii i Gospodarki Wodnej, poczawszy od 2020r., planuje dokonywaé po-
miaru wahan poziomu wody (mierzonego w centymetrach) w pewnej rzece w cyklu pélrocznym. W
n-tym roku pomiaru, przyrost wody w pierwszym potroczu jest zmienng losowa X, o rozkladzie jed-
nostajnym na przedziale [—30, 10], natomiast w drugim pétroczu jest zmienna losowa Y, o rozkladzie
jednostajnym na przedziale [0, 20].

a) Korzystajac z nier6wnosci Czebyszewa-Bienaymé, oszacowaé z géry prawdopodobieristwo, ze
po 10 latach pomiaréw poziom wody odchyli sie od wyjsciowego o wiecej niz 40 cm.

b) Rozstrzygnaé, czy ciag %, n=1, 2, ..., jest zbiezny p.n. W przypadku odpowiedzi
pozytywnej, podaé¢ granice.



