Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 5 lutego 2020r., grupa A

Aby uzyskacé maksymalng liczbe punktow, z ponizszych szesciu zadan nalezy zrobi¢ pieé. Kazde zadanie
nalezy rozwigza¢ na osobnej kartce, nalezy oddac szes¢ kartek. Kazde z zadan bedzie punktowane w
skali 0 — 10 pkt. Prosze czytelnie podpisac kazdg kartke imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu.
Prosze na kazdej kartce umiescié takze oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozktadu
normalnego sq niepotrzebne, nalezy operowaé jego dystrybuantg. Czas trwania egzaminu: 120min.

1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = Coliz>001jy<s)-
Obliczy¢ C, Cov(X?,Y +5) oraz P(Y > 1).

2. Zmienne X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X ma rozktad normalny o $redniej 1 i wariancji 1,
Y ma rozktad normalny o sredniej 1 i wariancji 2, a Z ma rozktad normalny o nieznanej sredniej m

oraz nieznanej wariancji o2.

a) Obliczy¢ Cov(X +VY,2X —Y).

b) Wyznaczy¢ E((X +Y)cos(2X — Y)[2X - Y).

c) Obliczy¢ m oraz o2, jesli zmienne X +Y + Z oraz 2Z maja ten sam rozklad.

3. Zainteresowanie klienta mierzone jest za pomoca wspotczynnika, o ktorym zaktadamy, ze jest
zmienng losowa Y o rozktadzie z gestoscia gy (y) = 2yl)(y). Z badan statystycznych wynika, ze
jesli zainteresowanie klienta wynosi y, to ilos¢ X pieniedzy (mierzona w tysiacach ztotych) wydanych
w sklepie jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na (y, 2y).

a) Obliczy¢ gestos¢é dwuwymiarowej zmiennej (X, Y') oraz gestos¢ (bezwarunkowa) zmiennej X.

b) Obliczy¢ P(X > 1|Y < 3/4).

4. Przypusémy, ze wartosci datkéow wrzucanych podczas kwesty do puszki przez kolejnych prze-
chodniéw mozna opisa¢ niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X,, — datek wrzucony przez n-ta
osobe, w zlotowkach — ma rozktad o sredniej 10 i wariancji ;in, dlan > 1.

a) Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa - Bienaymé, oszacowaé z dotu prawdopodobienstwo, ze
taczna wartos¢ datkow wrzuconych do puszki przez pierwsze 10 os6b zawieraé sie bedzie w przedziale
(96, 104) zlotych.

b) Wyznaczy¢ granice, w sensie zbieznosci wedtug prawdopodobieristwa, dla sredniej kwoty przy-
padajacej podczas kwesty na jednego darczynce, jesli wiadomo, ze oprécz kwot wrzucanych do puszki
przez przechodniéw, zebrano rowniez 1000 zt od 18 innych darczyricow.

5. Kazdego dnia student udaje sie na uczelnie, losowo wybierajac srodek transportu: tramwaj lub
autobus, z prawdopodobieristwami 1/3 i 2/3, odpowiednio. Czas przejazdu tramwajem, mierzony w
minutach, jest zmienng losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [20,40], za$ czas przejazdu
autobusem - zmienna losowa o rozkltadzie jednostajnym na przedziale [10, 50].

Zaktadamy, ze czasy przejazdéow oraz decyzje studenta w réznych dniach sg niezalezne. Ponadto,
student spdznia sie na zajecia, jesli jedzie wybranym srodkiem transportu dtuzej niz 35 minut.

a) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze w trakcie 100 kolejnych dni student sp6zni
sie na zajecia co najmniej 30 razy.

b) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze dojezdzajac na uczelnie w ciagu 100 kolejnych
dni, student spedzi w srodkach transportu tacznie nie wiecej niz 49 godzin.

6. W urnie znajduja siec dwie kule: jedna biata i jedna czarna. Wykonujemy nastepujacy nieskon-
czony ciag losowan: w kazdym kroku wyciagamy jedna kule i rzucamy symetryczng moneta. Jesli
wypadnie orzel, kula wraca do urny; jesli reszka, to przemalowujemy wyciagnieta kule (na bialo, jesli
jest czarna; na czarno, jesli jest biata) i wrzucamy ja z powrotem do urny.

a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze po dwoch krokach urna bedzie zawiera¢ co najmniej jedna
czarng kule?

b) Obliczy¢ srednia liczby losowan, po ktorych w urnie po raz pierwszy beda dwie czarne kule.

c¢) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze po 1000 losowaniach urna bedzie zawiera¢
dwie czarne kule.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienistwa WNE - 5 lutego 2020r., grupa B

Aby uzyskacé maksymalng liczbe punktow, z ponizszych szesciu zadan nalezy zrobi¢ pieé. Kazde zadanie
nalezy rozwigza¢ na osobnej kartce, nalezy oddac sze$¢ kartek. Kazde z zadan bedzie punktowane w
skali 0 — 10 pkt. Prosze czytelnie podpisac kazdg kartke imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu.
Prosze na kazdej kartce umiescié takze oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozktadu
normalnego sq niepotrzebne, nalezy operowaé jego dystrybuantg. Czas trwania egzaminu: 120min.

1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozkltad z gestoscia g(x,y) = Cyliy>o,e|+y<3}-
Obliczy¢ C, Cov(X,Y? + 7) oraz P(X > 2).

2. Zmienne X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X ma rozktad normalny o $redniej 1 i wariancji 2,
Y ma rozktad normalny o sredniej 1 i wariancji 1, a Z ma rozktad normalny o nieznanej sredniej m

oraz nieznanej wariancji 2.

a) Obliczy¢ Cov(X + Y, X —2Y).
b) Wyznaczy¢ E((X +Y)sin(X — 2Y)|X —2Y).
c¢) Obliczy¢ m oraz o2, jesli zmienne X + Y + Z oraz 3Z maja ten sam rozktad.

3. Zainteresowanie klienta mierzone jest za pomoca wspoétczynnika, o ktéorym zaktadamy, ze jest
1

zmienng losowa Y o rozkladzie z gestoscia gy (y) = 3yl(02)(y). Z badaii statystycznych wynika, ze
jesli zainteresowanie klienta wynosi y, to ilos¢ X pieniedzy (mierzona w tysiacach ztotych) wydanych
w sklepie jest zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym na (y, 2y).

a) Obliczy¢ gestos¢ dwuwymiarowej zmiennej (X, Y') oraz gestos¢ (bezwarunkows) zmiennej X.

b) Obliczy¢ P(X > 2|V < 3/2).

4. Przypu$émy, ze wartosci datkow wrzucanych podczas kwesty do puszki przez kolejnych prze-
chodniéw mozna opisa¢ niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X,, — datek wrzucony przez n-ta
osobe, w zlotowkach — ma rozktad o sredniej 15 i wariancji ;in, dlan > 1.

a) Korzystajac z nierownosci Czebyszewa - Bienaymé, oszacowaé z dotu prawdopodobienstwo, ze
taczna wartosé¢ datkow wrzuconych do puszki przez pierwsze 10 os6b zawieraé sie bedzie w przedziale
(145, 155) ztotych.

b) Wyznaczy¢ granice, w sensie zbieznosci wedlug prawdopodobienstwa, dla sredniej kwoty przy-
padajacej podczas kwesty na jednego darczynce, jesli wiadomo, ze oprécz kwot wrzucanych do puszki

przez przechodniéw, zebrano rowniez 10000 zt od 180 innych darczyricow.

5. Kazdego dnia student udaje sie na uczelnie, losowo wybierajac srodek transportu: tramwaj lub
autobus, z prawdopodobieristwami 2/3 i 1/3, odpowiednio. Czas przejazdu tramwajem, mierzony w
minutach, jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [20,60], za$ czas przejazdu
autobusem - zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [30, 50].

Zaktadamy, ze czasy przejazdéw oraz decyzje studenta w réznych dniach sg niezalezne. Ponadto,
student spdznia sie na zajecia, jedli jedzie wybranym srodkiem transportu dtuzej niz 45 minut.

a) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze w trakcie 100 kolejnych dni student spozni
sie na zajecia co najwyzej 30 razy.

b) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze dojezdzajac na uczelnie w ciagu 100 kolejnych
dni, student spedzi w srodkach transportu tacznie wiecej niz 67 godzin.

6. W urnie znajduja sie dwie kule: jedna biata i jedna czarna. Wykonujemy nastepujacy nieskon-
czony ciag losowan: w kazdym kroku wyciagamy jedna kule i rzucamy symetryczng moneta. Jesli
wypadnie reszka, kula wraca do urny; jesli orzel, to przemalowujemy wyciagnieta kule (na bialo, jesli
jest czarna; na czarno, jesli jest biata) i wrzucamy ja z powrotem do urny.

a) Jakie jest prawdopodobienistwo, ze po dwoch krokach urna bedzie zawiera¢ co najmniej jedna
biatg kule?

b) Obliczy¢ srednia liczby losowan, po ktérych w urnie po raz pierwszy pojawia sie dwie biate kule.

c¢) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze po 1000 losowaniach urna bedzie zawieraé
dwie biate kule.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobiennstwa WNE - 5 lutego 2020r., grupa C

Aby uzyskacé maksymalng liczbe punktow, z ponizszych szesciu zadan nalezy zrobi¢ pieé. Kazde zadanie
nalezy rozwigza¢ na osobnej kartce, nalezy oddac szes¢ kartek. Kazde z zadan bedzie punktowane w
skali 0 — 10 pkt. Prosze czytelnie podpisac kazdg kartke imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu.
Prosze na kazdej kartce umiescié takze oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozktadu
normalnego sq niepotrzebne, nalezy operowaé jego dystrybuantg. Czas trwania egzaminu: 120min.

1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia g(z,y) = Caliz>omt|y<a}-
Obliczy¢ C, Cov(2X?,Y — 3) oraz P(Y > 2).

2. Zmienne X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X ma rozklad normalny o sredniej —1 i wariancji
2, Y ma rozktad normalny o Sredniej 1 i wariancji 3, a Z ma rozklad normalny o nieznanej $redniej m

oraz nieznanej wariancji o?.

a) Obliczy¢ Cov(3X +Y, X —2Y).

b) Wyznaczy¢ E((3X +Y) cos(X —2Y)|X —2Y).

c¢) Obliczy¢ m oraz o2, jesli zmienne X +Y + Z oraz —2Z maja ten sam rozklad.

3. Zainteresowanie klienta mierzone jest za pomoca wspotczynnika, o ktorym zaktadamy, ze jest
zmienng losowa Y o rozktadzie z gestoscia gy (y) = 2yl)(y). Z badan statystycznych wynika, ze
jesli zainteresowanie klienta wynosi y, to ilos¢ X pieniedzy (mierzona w tysiacach ztotych) wydanych
w sklepie jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na (y, 3y).

a) Obliczy¢ gestos¢é dwuwymiarowej zmiennej (X,Y') oraz gestos¢ (bezwarunkowa) zmiennej X.

b) Obliczy¢ P(X > 1]V < 2/3).

4. Przypu$émy, ze wartosci datkow wrzucanych podczas kwesty do puszki przez kolejnych prze-
chodniéw mozna opisa¢ niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X,, — datek wrzucony przez n-ta
osobe, w zlotowkach — ma rozktad o sredniej 15 i wariancji ;in, dlan > 1.

a) Korzystajac z nierownosci Czebyszewa - Bienaymé, oszacowaé z dotu prawdopodobienstwo, ze
taczna wartosé¢ datkow wrzuconych do puszki przez pierwsze 15 0s6b zawieraé sie bedzie w przedziale
(220, 230) ztotych.

b) Wyznaczy¢ granice, w sensie zbieznosci wedltug prawdopodobienstwa, dla sredniej kwoty przy-
padajacej podczas kwesty na jednego darczynce, jesli wiadomo, ze oprécz kwot wrzucanych do puszki
przez przechodniéw, zebrano rowniez 500 zt od 25 innych darczyncow.

5. Kazdego dnia student udaje sie na uczelnie, losowo wybierajac srodek transportu: tramwaj lub
autobus, z prawdopodobieristwami 2/3 i 1/3, odpowiednio. Czas przejazdu tramwajem, mierzony w
minutach, jest zmienng losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [10,50], za$ czas przejazdu
autobusem - zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym na przedziale [20, 40).

Zaktadamy, ze czasy przejazdéow oraz decyzje studenta w réznych dniach sa niezalezne. Ponadto,
student spdznia sie na zajecia, jesli jedzie wybranym srodkiem transportu dtuzej niz 35 minut.

a) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze w trakcie 100 kolejnych dni student sp6zni
sie na zajecia co najwyzej 35 razy.

b) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze dojezdzajac na uczelnie w ciagu 100 kolejnych
dni, student spedzi w srodkach transportu tacznie wiecej niz 51 godzin.

6. W urnie znajduja sie dwie kule: jedna biata i jedna czarna. Wykonujemy nastepujacy nieskon-
czony ciag losowan: w kazdym kroku wyciagamy jedna kule i rzucamy symetryczng moneta. Jesli
wypadnie reszka, kula wraca do urny; jesli orzel, to przemalowujemy wyciagnieta kule (na bialo, jesli
jest czarna; na czarno, jesli jest biala) i wrzucamy ja z powrotem do urny.

a) Jakie jest prawdopodobieristwo, ze po dwoch krokach urna bedzie zawiera¢ biala i czarna kule?

b) Obliczy¢ srednia liczby losowan, po ktorych w urnie po raz pierwszy beda dwie czarne kule.

c¢) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze po 1000 losowaniach urna bedzie zawieraé
co najmniej jedna biata kule.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobieiistwa WNE - 5 lutego 2020r., grupa D

Aby uzyskacé maksymalng liczbe punktow, z ponizszych szesciu zadan nalezy zrobi¢ pieé. Kazde zadanie
nalezy rozwigzac na osobnej kartce, nalezy oddac szes¢ kartek. Kazde z zadan bedzie punktowane w
skali 0 — 10 pkt. Prosze czytelnie podpisac kazdg kartke imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu.
Prosze na kazdej kartce umiescié takze oznaczenie grupy: A, B, C lub D. Tablice rozktadu
normalnego sq niepotrzebne, nalezy operowaé jego dystrybuantq. Czas trwania egzaminu: 120min.

1. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozklad z gestoscia g(x,y) = Cyli|ty<a,y>0}-
Obliczy¢ C, Cov(X + 2,2Y?) oraz P(X > 3).

2. Zmienne X, Y, Z sa niezalezne, przy czym X ma rozklad normalny o sredniej 1 i wariancji 3,
Y ma rozktad normalny o sredniej —2 i wariancji 1, a Z ma rozklad normalny o nieznanej sredniej m

oraz nieznanej wariancji o?.

a) Obliczy¢ Cov(X +Y, X —3Y).

b) Wyznaczy¢ E((X +Y)sin(X — 3Y)|X — 3Y).

c) Obliczy¢ m oraz o2, jesli zmienne X + 2Y + Z oraz 2Z maja ten sam rozktad.

3. Zainteresowanie klienta mierzone jest za pomoca wspotczynnika, o ktorym zaktadamy, ze jest
zmienna losowa Y o rozkladzie z gestoscia gy (y) = %y]l(gg) (y). 7Z badan statystycznych wynika, ze
jesli zainteresowanie klienta wynosi y, to ilos¢ X pieniedzy (mierzona w tysiacach ztotych) wydanych
w sklepie jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na (y, 3y).

a) Obliczy¢ gestos¢é dwuwymiarowej zmiennej (X,Y') oraz gestos¢ (bezwarunkowa) zmiennej X.

b) Obliczy¢ P(X > 1|Y < 1).

4. Przypusémy, ze wartosci datkow wrzucanych podczas kwesty do puszki przez kolejnych prze-
chodniéw mozna opisa¢ niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze X,, — datek wrzucony przez n-ta
osobe, w zlotowkach — ma rozktad o sredniej 10 i wariancji ;in, dlan > 1.

a) Korzystajac z nierownosci Czebyszewa - Bienaymé, oszacowaé z dotu prawdopodobienstwo, ze
taczna wartosé¢ datkow wrzuconych do puszki przez pierwsze 15 0s6b zawieraé sie bedzie w przedziale
(146, 154) ztotych.

b) Wyznaczy¢ granice, w sensie zbieznosci wedltug prawdopodobienstwa, dla sredniej kwoty przy-
padajacej podczas kwesty na jednego darczynce, jesli wiadomo, ze oprécz kwot wrzucanych do puszki
przez przechodniéw, zebrano rowniez 1000 zt od 15 innych darczyricow.

5. Kazdego dnia student udaje sie na uczelnie, losowo wybierajac srodek transportu: tramwaj lub
autobus, z prawdopodobieristwami 1/3 i 2/3, odpowiednio. Czas przejazdu tramwajem, mierzony w
minutach, jest zmienng losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [30,50], za$ czas przejazdu
autobusem - zmienng losowa o rozktadzie jednostajnym na przedziale [20, 60).

Zaktadamy, ze czasy przejazdéow oraz decyzje studenta w réznych dniach sa niezalezne. Ponadto,
student spdznia sie na zajecia, jesli jedzie wybranym srodkiem transportu dtuzej niz 45 minut.

a) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze w trakcie 100 kolejnych dni student sp6zni
sie na zajecia co najmniej 35 razy.

b) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze dojezdzajac na uczelnie w ciagu 100 kolejnych
dni, student spedzi w srodkach transportu tacznie nie wiecej niz 66 godzin.

6. W urnie znajduja sie dwie kule: jedna biata i jedna czarna. Wykonujemy nastepujacy nieskon-
czony ciag losowan: w kazdym kroku wyciagamy jedna kule i rzucamy symetryczng moneta. Jesli
wypadnie reszka, kula wraca do urny; jesli orzel, to przemalowujemy wyciagnieta kule (na bialo, jesli
jest czarna; na czarno, jesli jest biala) i wrzucamy ja z powrotem do urny.

a) Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po dwoch krokach urna bedzie zawieraé tylko biate kule?

b) Obliczy¢ srednia liczby losowan, po ktérych w urnie po raz pierwszy pojawia sie dwie biate kule.

c¢) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze po 1000 losowaniach urna bedzie zawieraé
dwie biate lub dwie czarne kule.



