Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 5 lutego 2018r., grupa A

Z ponizszych szesciu zadan nalezy wybraé pieé. Kazde zadanie nalezy rozwiqzaé na osobnej kartce.

Kazde z zadan bedzie punktowane w skalt 0 — 10 pkt. Prosze czytelnie podpisac kazdg kartke imieniem
it nazwiskiem oraz numerem indeksu. Tablice rozktadu normalnego sa niepotrzebne, nalezy operowac
jego dystrybuantq. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklady z gestosciami gx(x) = 221 )(z) oraz
9y (y) = 3y*102)(y), odpowiednio. Obliczy¢ Cov(X, XY +4), P(X +Y < 1) oraz E(Y X? +sinY | Y).

2. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad normalny o éredniej (2, —1) oraz macierzy
kowariancji [ 3 1 1

1 2

a) Rozstrzygnaé, czy zmienne X —Y + 3, 3X + 6Y — 12 sa niezalezne.

b) Czy istnieje liczba rzeczywista a taka, ze zmienne a X +Y oraz X +2aY maja ten sam rozktad?

3. Rzucamy para prawidtowych kostek, a nastepnie zapisujemy maksimum z uzyskanych liczb na
kartce. Czynnos$¢ powtarzamy nieskoniczenie wiele razy.

a) Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé, oszacowaé prawdopodobienistwo tego, ze liczba
szostek wsréd pierwszych 324 zapisanych liczb jest niemniejsza niz 109 lub niewieksza niz 89.

b) Niech X,, oznacza n-ta liczbe zapisana na kartce. Czy ciag (X1 + Xo + ... + Xo,)/n)%, n =
1, 2, ..., jest zbiezny p.n.? W przypadku odpowiedzi pozytywnej, wyznaczy¢ jego granice.

4. W magazynie znaleziono pewne urzadzenie pomiarowe. Ze wzgledu na brak dokumentacji
i informacji o zuzyciu urzadzenia, wiadomo jedynie, iz jego (nieznana) dokladnosé X jest zmienna
losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem 5. Blad Y zwiazany z uzyciem urzadzenia, przy
zalozeniu iz X = x, jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale (0, e=7).

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze blad zwiazany z uzyciem urzadzenia bedzie wiekszy niz 1/2.

b) Obliczy¢ E(X|Y).

5. Dhug publiczny pewnego panstwa, liczony w milionach koron, kazdego dnia przyrasta o pewna
niezalezna kwote, ktorej wysokosé jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 1].
Kazdego dnia rzad moze interweniowaé z prawdopodobieristwem 1/9, w wyniku czego dhig tego dnia
nie ulegnie zmianie; decyzja o interwencji jest podejmowana na podstawie zewnetrznych czynnikow
niezaleznych od zachowania dhugu i wezesniejszych dziatan.

a) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu pierwszych 162 dni rzad zainterwe-
niuje co najmniej 20 razy.

b) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze w ciagu pierwszych 288 dni dlug wzrosnie o
mniej niz 124 miliony koron.

Wskazowka do b): przyrost diugu danego dnia mozna zapisac jako XY, gdzie X, Y sq niezaleznymi
zmiennymi losowymi takimi, ze X ma rozktad jednostajny na [0,1] oraz P(Y =1) = g, P(Y =0) = %.

6. Towarzystwo ubezpieczeniowe oferujace kréotkoterminowe, miesieczne ubezpieczenia zdrowotne,
wprowadzito nastepujacy system znizek. Kazdemu klientowi przystuguje znizka 0%, 10%, 20% lub
30%. W razie bezszkodowego miesiaca, znizka w kolejnym miesiacu wzrasta o 10 punktéw procento-
wych (az do osiagniecia maksymalnego putapu 30%); w przypadku wystapienia szkody, znizka w kolej-
nym miesiacu maleje o 10 punktéw procentowych (az do osiagniecia minimalnego poziomu 0%). Pan
Kowalski postanawia wykupywaé¢ powyzsze krétkoterminowe polisy, na wstepie przystuguje mu znizka
10% (dziedziczona od poprzedniego ubezpieczyciela). Wiadomo, iz w trakcie ustalonego miesiaca
prawdopodobienstwo, ze Pan Kowalski bedzie musial korzystaé¢ z ustug medycznych, wynosi %

a) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze po trzech miesiacach znizka pana Kowalskiego bedzie
wynosita 0%7

b) Obliczy¢ warto$é oczekiwana liczby miesiecy, po ktorych znizka pana Kowalskiego po raz pierw-
szy siegnie maksymalnej wartosci 30%.

c¢) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze w miesiacu o numerze 100 znizka pana Ko-
walskiego bedzie wynosié¢ 20% lub 30%.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 5 lutego 2018r., grupa B

Z ponizszych szesciu zadan nalezy wybraé pieé. Kazde zadanie nalezy rozwiqzaé na osobnej kartce.

Kazde z zadan bedzie punktowane w skalt 0 — 10 pkt. Prosze czytelnie podpisac kazdg kartke imieniem
it nazwiskiem oraz numerem indeksu. Tablice rozktadu normalnego sa niepotrzebne, nalezy operowac
jego dystrybuantq. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklady z gestosciami gy (z) = 32%1jp(x) oraz
9y (y) = 3yljo2(y), odpowiednio. Obliczy¢ Cov(XY —3,X), P(X +Y < 1) oraz E(Y X? —cosY |Y).
2. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad normalny o éredniej (—2, 1) oraz macierzy
kowariancji [ 5 1 } )
-1 2

a) Rozstrzygnaé, czy zmienne X +Y + 5, 2X — 4Y + 1 sa niezalezne.

b) Czy istnieje liczba rzeczywista a taka, ze zmienne X 4 aY oraz 3a.X +Y maja ten sam rozktad?

3. Rzucamy para prawidtowych kostek, a nastepnie zapisujemy maksimum z uzyskanych liczb na
kartce. Czynnos$¢ powtarzamy nieskoniczenie wiele razy.

a) Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé, oszacowaé prawdopodobienistwo tego, ze liczba
piatek wérod pierwszych 300 zapisanych liczb jest niemniejsza niz 85 lub niewigksza niz 65.

b) Niech X,, oznacza n-ta liczbe zapisana na kartce. Czy ciag (X1 + Xo + ... + X3,)/n)®, n =
1, 2, ..., jest zbiezny p.n.? W przypadku odpowiedzi pozytywnej, wyznaczy¢ jego granice.

4. W magazynie znaleziono pewne urzadzenie pomiarowe. Ze wzgledu na brak dokumentacji
i informacji o zuzyciu urzadzenia, wiadomo jedynie, iz jego (nieznana) dokladnosé X jest zmienna
losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem 2. Blad Y zwiazany z uzyciem urzadzenia, przy
zalozeniu iz X = x, jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale (0, e™7).

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze blad zwiazany z uzyciem urzadzenia bedzie wiekszy niz 1/3.

b) Obliczy¢ E(X|Y).

5. Dhug publiczny pewnego panstwa, liczony w milionach koron, kazdego dnia przyrasta o pewna
niezalezna kwote, ktérej wysokosé jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 4].
Kazdego dnia rzad moze interweniowa¢ z prawdopodobieristwem 1/8, w wyniku czego dhig tego dnia
nie ulegnie zmianie; decyzja o interwencji jest podejmowana na podstawie zewnetrznych czynnikow
niezaleznych od zachowania dhugu i wezesniejszych dziatan.

a) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu pierwszych 112 dni rzad zainterwe-
niuje co najmniej 21 razy.

b) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze w ciagu pierwszych 231 dni dlug wzrosnie o
mniej niz 400 milionéw koron.

Wskazowka do b): przyrost diugu danego dnia mozna zapisac jako XY, gdzie X, Y sq niezaleznymi
zmiennymi losowymi takimi, ze X ma rozktad jednostajny na [0,3] oraz P(Y =1) = %, P(Y =0) = %.

6. Towarzystwo ubezpieczeniowe oferujace kréotkoterminowe, miesieczne ubezpieczenia zdrowotne,
wprowadzito nastepujacy system znizek. Kazdemu klientowi przystuguje znizka 0%, 10%, 20% lub
30%. W razie bezszkodowego miesiaca, znizka w kolejnym miesiacu wzrasta o 10 punktéw procento-
wych (az do osiagniecia maksymalnego putapu 30%); w przypadku wystapienia szkody, znizka w kolej-
nym miesiacu maleje o 10 punktéw procentowych (az do osiagniecia minimalnego poziomu 0%). Pan
Kowalski postanawia wykupywaé¢ powyzsze krétkoterminowe polisy, na wstepie przystuguje mu znizka
10% (dziedziczona od poprzedniego ubezpieczyciela). Wiadomo, iz w trakcie ustalonego miesiaca
prawdopodobienstwo, ze Pan Kowalski bedzie musial korzystaé¢ z ustug medycznych, wynosi %

a) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze po trzech miesiacach znizka pana Kowalskiego bedzie
wynosita 20%7

b) Obliczy¢ warto$é oczekiwana liczby miesiecy, po ktorych znizka pana Kowalskiego po raz pierw-
szy siegnie minimalnej wartosci 0%.

c¢) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze w miesiacu o numerze 100 znizka pana Ko-

walskiego bedzie wynosié¢ 10% lub 20%.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 5 lutego 2018r., grupa C

Z ponizszych szesciu zadan nalezy wybraé pieé. Kazde zadanie nalezy rozwiqzaé na osobnej kartce.
Kazde z zadan bedzie punktowane w skalt 0 — 10 pkt. Prosze czytelnie podpisac kazdg kartke imieniem
it nazwiskiem oraz numerem indeksu. Tablice rozktadu normalnego sa niepotrzebne, nalezy operowac
jego dystrybuantq. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklady z gestosciami gx(z) = 22?1y (z) oraz
9y (y) = 3yljo2(y), odpowiednio. Obliczy¢ Cov(XY,Y —3), P(X +Y < 1) oraz E(XY? —sin X | X).

2. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad normalny o éredniej (1, —2) oraz macierzy
kowariancji [ 21 } )
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a) Rozstrzygnaé, czy zmienne X +Y + 1, 6X — 3Y + 11 sa niezalezne.

b) Czy istnieje liczba rzeczywista a taka, ze zmienne a X +Y oraz X — 2aY maja ten sam rozktad?

3. Rzucamy para prawidlowych kostek, a nastepnie zapisujemy minimum z uzyskanych liczb na
kartce. Czynnos$¢ powtarzamy nieskoniczenie wiele razy.

a) Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé, oszacowaé prawdopodobienistwo tego, ze liczba
jedynek wérod pierwszych 144 zapisanych liczb jest niemniejsza niz 54 lub niewieksza niz 34.

b) Niech X,, oznacza n-ta liczbe zapisana na kartce. Czy ciag (X1 + Xo + ... + Xo,)/n), n =
1, 2, ..., jest zbiezny p.n.? W przypadku odpowiedzi pozytywnej, wyznaczy¢ jego granice.

4. W magazynie znaleziono pewne urzadzenie pomiarowe. Ze wzgledu na brak dokumentacji
i informacji o zuzyciu urzadzenia, wiadomo jedynie, iz jego (nieznana) dokladnosé X jest zmienna
losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem 3. Blad Y zwiazany z uzyciem urzadzenia, przy
zalozeniu iz X = x, jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale (0, e=37).

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze blad zwiazany z uzyciem urzadzenia bedzie wiekszy niz 1/4.

b) Obliczy¢ E(X|Y).

5. Dhug publiczny pewnego panstwa, liczony w milionach koron, kazdego dnia przyrasta o pewna
niezalezna kwote, ktorej wysokosé jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 1].
Kazdego dnia rzad moze interweniowaé z prawdopodobieristwem 1/7, w wyniku czego dhug tego dnia
nie ulegnie zmianie; decyzja o interwencji jest podejmowana na podstawie zewnetrznych czynnikow
niezaleznych od zachowania dhugu i wezesniejszych dziatan.

a) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze w ciagu pierwszych 294 dni rzad zainterwe-
niuje co najmniej 40 razy.

b) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze w ciagu pierwszych 245 dni dlug wzrosnie o
mniej niz 100 milionéw koron.

Wskazowka do b): przyrost diugu danego dnia mozna zapisac jako XY, gdzie X, Y sq niezaleznymi
zmiennymi losowymi takimi, ze X ma rozktad jednostajny na [0,1] oraz P(Y =1) = g, P(Y =0) = %

6. Towarzystwo ubezpieczeniowe oferujace kréotkoterminowe, miesieczne ubezpieczenia zdrowotne,
wprowadzito nastepujacy system znizek. Kazdemu klientowi przystuguje znizka 0%, 10%, 20% lub
30%. W razie bezszkodowego miesiaca, znizka w kolejnym miesiacu wzrasta o 10 punktéw procento-
wych (az do osiagniecia maksymalnego putapu 30%); w przypadku wystapienia szkody, znizka w kolej-
nym miesiacu maleje o 10 punktéw procentowych (az do osiagniecia minimalnego poziomu 0%). Pan
Kowalski postanawia wykupywaé¢ powyzsze krétkoterminowe polisy, na wstepie przystuguje mu znizka
10% (dziedziczona od poprzedniego ubezpieczyciela). Wiadomo, iz w trakcie ustalonego miesiaca
prawdopodobienstwo, ze Pan Kowalski bedzie musial korzystaé¢ z ustug medycznych, wynosi %

a) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze po trzech miesiacach znizka pana Kowalskiego bedzie
wynosita 30%7

b) Obliczy¢ warto$é oczekiwana liczby miesiecy, po ktorych znizka pana Kowalskiego po raz pierw-
szy siegnie maksymalnej wartosci 30%.

c¢) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze w miesiacu o numerze 100 znizka pana Ko-

walskiego bedzie wynosié¢ 0% lub 10%.



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 5 lutego 2018r., grupa D

Z ponizszych szesciu zadan nalezy wybraé pieé. Kazde zadanie nalezy rozwiqzaé na osobnej kartce.

Kazde z zadan bedzie punktowane w skalt 0 — 10 pkt. Prosze czytelnie podpisac kazdg kartke imieniem
it nazwiskiem oraz numerem indeksu. Tablice rozktadu normalnego sa niepotrzebne, nalezy operowac
jego dystrybuantq. Czas trwania egzaminu: 120 min.

1. Zmienne losowe X, Y sa niezalezne i maja rozklady z gestosciami gx(x) = 221 )(z) oraz
gy (y) = 3y*1p1(y), odpowiednio. Obliczyé Cov(Y, XY +2), P(X +Y < 1) oraz E(XY? —cos X | X).

2. Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y’) ma rozklad normalny o éredniej (—1,2) oraz macierzy
kowariancji [ 21 1

1 3

a) Rozstrzygnaé, czy zmienne X +Y + 3, 4X — 3Y + 13 sa niezalezne.

b) Czy istnieje liczba rzeczywista a taka, ze zmienne X 4 aY oraz 2a.X +Y maja ten sam rozktad?

3. Rzucamy para prawidlowych kostek, a nastepnie zapisujemy minimum z uzyskanych liczb na
kartce. Czynnos$¢ powtarzamy nieskoniczenie wiele razy.

a) Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé, oszacowaé prawdopodobienistwo tego, ze liczba
dwdjek wsrod pierwszych 200 zapisanych liczb jest niemniejsza niz 60 lub niewieksza niz 40.

b) Niech X,, oznacza n-ta liczbe zapisana na kartce. Czy ciag (X1 + Xo + ... + X3,)/n)%, n =
1, 2, ..., jest zbiezny p.n.? W przypadku odpowiedzi pozytywnej, wyznaczy¢ jego granice.

4. W magazynie znaleziono pewne urzadzenie pomiarowe. Ze wzgledu na brak dokumentacji
i informacji o zuzyciu urzadzenia, wiadomo jedynie, iz jego (nieznana) dokladnosé X jest zmienna
losowa o rozkladzie wykladniczym z parametrem 4. Blad Y zwiazany z uzyciem urzadzenia, przy
zalozeniu iz X = x, jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale (0, e~47).

a) Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze blad zwiazany z uzyciem urzadzenia bedzie wiekszy niz 1/5.

b) Obliczy¢ E(X|Y).

5. Dhug publiczny pewnego panstwa, liczony w milionach koron, kazdego dnia przyrasta o pewna
niezalezna kwote, ktorej wysokosé jest zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na przedziale [0, 2].
Kazdego dnia rzad moze interweniowaé z prawdopodobieristwem 1/6, w wyniku czego dhig tego dnia
nie ulegnie zmianie; decyzja o interwencji jest podejmowana na podstawie zewnetrznych czynnikow
niezaleznych od zachowania dhugu i wezesniejszych dziatan.

a) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienstwo tego, ze w ciagu pierwszych 180 dni rzad zainterwe-
niuje co najmniej 35 razy.

b) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobienistwo tego, ze w ciagu pierwszych 240 dni dlug wzrosnie o
mniej niz 190 milionéw koron.

Wskazowka do b): przyrost diugu danego dnia mozna zapisac jako XY, gdzie X, Y sq niezaleznymi
zmiennymi losowymi takimi, ze X ma rozktad jednostajny na [0,2] oraz P(Y =1) = %, P(Y =0) = %.

6. Towarzystwo ubezpieczeniowe oferujace kréotkoterminowe, miesieczne ubezpieczenia zdrowotne,
wprowadzito nastepujacy system znizek. Kazdemu klientowi przystuguje znizka 0%, 10%, 20% lub
30%. W razie bezszkodowego miesiaca, znizka w kolejnym miesiacu wzrasta o 10 punktéw procento-
wych (az do osiagniecia maksymalnego putapu 30%); w przypadku wystapienia szkody, znizka w kolej-
nym miesiacu maleje o 10 punktéw procentowych (az do osiagniecia minimalnego poziomu 0%). Pan
Kowalski postanawia wykupywaé¢ powyzsze krétkoterminowe polisy, na wstepie przystuguje mu znizka
10% (dziedziczona od poprzedniego ubezpieczyciela). Wiadomo, iz w trakcie ustalonego miesiaca
prawdopodobienstwo, ze Pan Kowalski bedzie musial korzystaé¢ z ustug medycznych, wynosi %

a) Jakie jest prawdopodobieristwo tego, ze po trzech miesiacach znizka pana Kowalskiego bedzie
wynosita 10%7

b) Obliczy¢ warto$é oczekiwana liczby miesiecy, po ktorych znizka pana Kowalskiego po raz pierw-
szy siegnie minimalnej wartosci 0%.

c¢) Obliczy¢ przyblizone prawdopodobieristwo tego, ze w miesiacu o numerze 100 znizka pana Ko-

walskiego bedzie wynosié¢ 0% lub 30%.



