Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 30.01.2015
grupa A

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej kartce, nalezy oddaé 6 kartek. Maksimum punktow mozna uzyskaé za
poprawne rozwigzanie 5 zadan z 6. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0 — 10pkt. Prosze czytelnie podpisaé
kazdg kartke imieniem i nazwiskiem oraz numerem indeksu i oznaczyé wersjg egzaminu (np. grupa A). Czas trwania
egzaminu: 120 min.

1. Gestos¢ dwuwymiarowego wektora losowego (X,Y") dana jest wzorem g(z,y) = ﬁl{kyggﬁ@}.

(a) Oblicz EX, EY oraz Cov(X,Y).
(b) Oblicz P(X > Y).

2. Wektor losowy (X,Y') ma rozklad normalny o $redniej (0,0) i macierzy kowariancji l i 1 ]

(a)
(b)
(c) Jaki jest rozklad zmiennej Z = Y2 + (X — Y)?? Podaj gestosé lub nazwe tego rozktadu.
(d) Oblicz EZ i VarZ.

Znajdz wariancje zmiennej X — Y.

Czy zmienne Y2 i (X — Y)? sg niezalezne? Odpowiedz uzasadnij!

3. Analityk gieldowy zauwazyl, ze dzienna zmiana indeksu gieldy papierow wartosciowych, wyrazona w pro-
centach, ma rozktad o gestosci g(z) = ﬁ’w‘l{m@o}- Ponadto, jesli w ciagu danego dnia zmiana indeksu
wyniosta 2%, to wielko$¢ obrotoéw z tego samego dnia, wyrazona w mld zt, ma rozktad jednostajny na prze-
dziale [5, %\:c\ + 5]. Niech X 1Y oznaczaja odpowiednio zmiane indeksu (w %) i obroty (w mld zl) gietdy w
dniu 30.01.2015 r.

(a) Oblicz E(Y|X) oraz EY.
(b) Znajdz rozktad wektora (X,Y") oraz rozktad zmiennej Y.

4. Wartoéci zakupéw dokonanych przez klientéw w kiosku, X,,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkla-
du o $redniej 9 zt i odchyleniu standardowym 1,5. Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé oszaco-
waé prawdopodobienstwo, ze utarg na 60 klientach bedzie zawieral sie w przedziale (525,555) zt. Czy ciag
W jest zbiezny prawie na pewno? Jesli tak, podaé granice.

5. Samochdd marki X pozostaje w trakcie gwarancji bezawaryjny z prawdopodobieristwem %. Przyblizy¢ praw-
dopodobieinistwo, ze na 1200 sprzedanych samochodéw awarii w trakcie gwarancji ulegnie nie mniej niz 270 i
nie wiecej niz 345 samochodow (zaktadamy niezalezno$é awarii poszczegélnych samochodéw). Ponadto, wia-
domo, iz jesli samochoéd ulegnie awarii, koszt naprawy gwarancyjnej jest zmienna losowa z rozktadu o §redniej
2000 i wariancji 10002 (jesli nie ulegnie awarii, koszty serwisowania wynosza 0). Obliczy¢ wartosé¢ oczekiwang
catkowitych wydatkéw firmy zwigzanych z serwisem gwarancyjnym partii 1200 samochodéw oraz przybli-
zy¢ prawdopodobienistwo, ze wydatki te przekrocza 600 000. Wskazowka. Byé moze nie wszystkie wielkosci z
formuty w CTG trzeba wyliczyé, aby podaé wynik koricowy.

6. Pewien osrodek badawczy przeprowadza comiesieczne analizy przepltywéw na rynku pracy miedzy grupami
pracujacych, bezrobotnych oraz nieaktywnych zawodowo. Z zebranych danych wynika, ze jesli w danym okre-
sie respondent jest nieaktywny, to w kolejnym okresie pozostanie nieaktywny z prawdopodobienistwem 0,7,
za$ z prawdopodobienistwem 0,3 znajdzie prace. Jesli w danym okresie respondent jest zatrudniony, to w
kolejnym okresie pozostanie zatrudniony z prawdopodobienistwem 0,7, z prawdopodobienistwem 0,1 zostanie
bezrobotnym i z prawdopodobienstwem 0,2 zdezaktywizuje sie. Jesli za§ w danym okresie respondent jest
bezrobotny, w kolejnym pozostanie bezrobotny z prawdopodobienistwem 0,5, zatrudni sie z prawdopodobieni-
stwem 0,3 i stanie sie nieaktywny z prawdopodobienistwem 0,2.

(a) Przy zalozeniu, ze zaobserwowane prawidlowosci maja miejsce od dluzszego czasu, wyznaczy¢ Sredni
odsetek 0s6b nieaktywnych zawodowo w populacji.

(b) Wyznaczy¢ prawdopodobienstwo, ze osoba pracujaca w styczniu 2015 roku bedzie pracujaca w marcu
2015 roku.

(c) Pewien respondent znalazl prace w styczniu 2015 roku. Wyznaczy¢ oczekiwana liczbe miesiecy, jakie
uplyna do chwili utraty lub rezygnacji z pracy.

®(0) = 0,5, d(1) ~ 0,841, (1,5) ~ 0,933, (2) ~ 0,977, (2,5) ~ 0,994, D(3) ~ 0,9987, D(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 30.01.2015
grupa B

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej kartce, nalezy oddaé 6 kartek. Maksimum punktow mozna uzyskaé za
poprawne rozwigzanie 5 zadan z 6. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0 — 10pkt. Prosze czytelnie podpisaé
kazdg kartke imieniem i nazwiskiem oraz numerem indeksu i oznaczycé wersjq egzaminu (np. grupa B). Czas trwania
egzaminu: 120 min.

1. Gestos¢ dwuwymiarowego wektora losowego (X,Y’) dana jest wzorem g(z,y) = i1{0<$<y<2}.

y
(a) Oblicz EX, EY oraz Cov(X,Y).
(b) Oblicz P(X >Y).

2. Wektor losowy (X,Y’) ma rozklad normalny o $redniej (0,0) i macierzy kowariancji l 31 _11 ]

(a) Znajdz wariancje zmiennej X + Y.

(b) Czy zmienne Y2 i (X + Y)? sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnij!

(c) Jaki jest rozklad zmiennej Z = Y2 + (X + Y)?? Podaj gestosé¢ lub nazwe tego rozktadu.
(d) Oblicz EZ i VarZ.

3. Analityk gieldowy zauwazyl, ze dzienna zmiana indeksu gieldy papieréw wartosciowych, wyrazona w pro-
centach, ma rozklad o gestosci g(z) = %]w[l{_g)@,@}. Ponadto, jesli w ciaggu danego dnia zmiana indeksu
wyniosta 2%, to wielko$¢ obrotoéw z tego samego dnia, wyrazona w mld zt, ma rozktad jednostajny na prze-
dziale [5,2|z| + 5]. Niech X 1Y oznaczaja odpowiednio zmiane indeksu (w %) i obroty (w mld z1) gietdy w
dniu 30.01.2015 r.

(a) Oblicz E(Y|X) oraz EY.
(b) Znajdz rozktad wektora (X,Y) oraz rozkltad zmiennej Y.

4. Wartosci zakupdéw dokonanych przez klientéw w kiosku, X,,, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkta-
du o $redniej 5 zt i odchyleniu standardowym 1,5. Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé oszaco-
waé prawdopodobieristwo, ze utarg na 30 klientach bedzie zawieral si¢ w przedziale (140, 160) zt. Czy ciag

% jest zbiezny prawie na pewno? Jesli tak, podaé¢ granice.

5. Samochdéd marki X pozostaje w trakcie gwarancji bezawaryjny z prawdopodobieristwem % Przyblizy¢ praw-
dopodobieinistwo, ze na 1800 sprzedanych samochodéw awarii w trakcie gwarancji ulegnie nie mniej niz 570 i
nie wiecej niz 640 samochodow (zaktadamy niezaleznosé awarii poszczegélnych samochodéw). Ponadto, wia-
domo, iz jesli samocho6d ulegnie awarii, koszt naprawy gwarancyjnej jest zmienna losowa z rozktadu o $redniej
4000 i wariancji 15002 (jesli nie ulegnie awarii, koszty serwisowania wynosza 0). Obliczy¢ warto$¢ oczekiwana
caltkowitych wydatkow firmy zwigzanych z serwisem gwarancyjnym partii 1800 samochodéw oraz przyblizy¢
prawdopodobienistwo, ze wydatki te przekrocza 2400000. Wskazowka. Byé moze nie wszystkie wielkosci z
formuty w CTG trzeba wyliczyé, aby podaé wynik koricowy.

6. Pewien osrodek badawczy przeprowadza comiesieczne analizy przepltywéw na rynku pracy miedzy grupami
pracujacych, bezrobotnych oraz nieaktywnych zawodowo. Z zebranych danych wynika, ze jesli w danym
okresie respondent jest nieaktywny, to w kolejnym okresie pozostanie nieaktywny z prawdopodobieristwem
0,9, za§ z prawdopodobieristwem 0,1 znajdzie prace. Jesli w danym okresie respondent jest zatrudniony,
to w kolejnym okresie pozostanie zatrudniony z prawdopodobieristwem 0,8, zas z prawdopodobienstwami
0,1 zostanie bezrobotnym lub zdezaktywizuje sie. Jesli za§ w danym okresie respondent jest bezrobotny,
w kolejnym pozostanie bezrobotny z prawdopodobienistwem 0,6, zatrudni si¢ z prawdopodobieistwem 0,3 i
stanie sie nieaktywny z prawdopodobienstwem 0,1.

(a) Przy zalozeniu, ze zaobserwowane prawidlowosci maja miejsce od dluzszego czasu, wyznaczy¢ sredni
odsetek 0s6b pracujacych w populacji.

(b) Wyznaczy¢ prawdopodobieristwo, ze osoba nieaktywna zawodowo w styczniu 2015 roku bedzie nieak-
tywna w marcu 2015 roku.

(c) Pewien respondent stal si¢ nieaktywny zawodowo w styczniu 2015 roku. Wyznaczy¢ oczekiwana liczbe
miesiecy pozostawania przez niego nieaktywnym.

B(0) = 0,5, B(1) ~ 0,841, (1,5) ~ 0,933, ®(2) ~ 0,977, B(2,5) ~ 0,994, &(3) ~ 0,9987, B(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 30.01.2015
grupa C

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej kartce, nalezy oddaé 6 kartek. Maksimum punktow mozna uzyskaé za
poprawne rozwigzanie 5 zadan z 6. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0 — 10pkt. Prosze czytelnie podpisaé
kazdg kartke imieniem i nazwiskiem oraz numerem indeksu i oznaczyé wersjg egzaminu (np. grupa C). Czas trwania
egzaminu: 120 min.

1. Gestos¢ dwuwymiarowego wektora losowego (X,Y") dana jest wzorem g(z,y) = 3%1{0<y<x<3}.

(a) Oblicz EX, EY oraz Cov(X,Y).
(b) Oblicz P(X < Y).

2. Wektor losowy (X,Y’) ma rozklad normalny o $redniej (0,0) i macierzy kowariancji l —11 _21 ]

Zmajdz wariancje zmiennej X + Y.

Czy zmienne (X +Y)? i X? sg niezalezne? OdpowiedZ uzasadnij!

Jaki jest rozklad zmiennej Z = (X + Y)? + X2? Podaj gestosé lub nazwe tego rozktadu.
Oblicz EZ i VarZ.

3. Analityk gieldowy zauwazyl, ze dzienna zmiana indeksu gieldy papierow wartosciowych, wyrazona w pro-
centach, ma rozktad o gestosci g(z) = Wlola:\l{,wgmgw}. Ponadto, jesli w ciagu danego dnia zmiana indeksu
wyniosta 2%, to wielko$¢ obrotoéw z tego samego dnia, wyrazona w mld zt, ma rozktad jednostajny na prze-
dziale [5, |x| + 5]. Niech X 1 Y oznaczaja odpowiednio zmiane indeksu (w %) i obroty (w mld zt) gieldy w
dniu 30.01.2015 r.

(a) Oblicz E(Y|X) oraz EY.
(b) Znajdz rozktad wektora (X,Y") oraz rozktad zmiennej Y.

4. Wartoéci zakupéw dokonanych przez klientéw w kiosku, X,,, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi z roz-
ktadu o éredniej 10 zt i odchyleniu standardowym 2,5. Korzystajac z nieréwnos$ci Czebyszewa-Bienaymé
oszacowaé prawdopodobienistwo, ze utarg na 20 klientach bedzie zawieral sie w przedziale (192,208) zt. Czy
ciag % jest zbiezny prawie na pewno? Jesli tak, poda¢ granice.

5. Samochdd marki X pozostaje w trakcie gwarancji bezawaryjny z prawdopodobieristwem %. Przyblizy¢ praw-
dopodobienistwo, ze na 4800 sprzedanych samochodéw awarii w trakcie gwarancji ulegnie nie mniej niz 1170
i nie wiecej niz 1245 samochodéw (zakladamy niezaleznosé awarii poszczegolnych samochodéw). Ponadto,
wiadomo, iz jesli samochod ulegnie awarii, koszt naprawy gwarancyjnej jest zmienna losows z rozkladu o
éredniej 1000 i wariancji 8002 (jegli nie ulegnie awarii, koszty serwisowania wynosza 0). Obliczy¢ wartosé
oczekiwang catkowitych wydatkéw firmy zwigzanych z serwisem gwarancyjnym partii 4800 samochodow oraz
przyblizy¢ prawdopodobienistwo, ze wydatki te przekrocza 1200000. Wskazowka. Byé moze nie wszystkie
wielkosci z formuty w CTG trzeba wyliczyé, aby podaé wynik koricowy.

6. Pewien osrodek badawczy przeprowadza comiesieczne analizy przepltywéw na rynku pracy miedzy grupami
pracujacych, bezrobotnych oraz nieaktywnych zawodowo. Z zebranych danych wynika, ze jesli w danym okre-
sie respondent jest nieaktywny, to w kolejnym okresie pozostanie nieaktywny z prawdopodobienistwem 0,7,
za$ z prawdopodobienistwem 0,3 znajdzie prace. Jesli w danym okresie respondent jest zatrudniony, to w
kolejnym okresie pozostanie zatrudniony z prawdopodobienistwem 0,7, z prawdopodobienistwem 0,1 zostanie
bezrobotnym i z prawdopodobienstwem 0,2 zdezaktywizuje sie. Jesli za§ w danym okresie respondent jest
bezrobotny, w kolejnym pozostanie bezrobotny z prawdopodobienistwem 0,5, zatrudni sie z prawdopodobieni-
stwem 0,3 i stanie sie nieaktywny z prawdopodobienistwem 0,2.

(a) Przy zalozeniu, ze zaobserwowane prawidlowosci maja miejsce od dluzszego czasu, wyznaczy¢ Sredni
odsetek 0s6b pracujacych w populacii.

(b) Wyznaczy¢ prawdopodobienistwo, ze osoba bezrobotna w styczniu 2015 roku bedzie bezrobotna w marcu
2015 roku.

(c) Pewien respondent stal sie bezrobotny w styczniu 2015 roku. Wyznaczy¢ oczekiwana liczbe miesiecy
pozostawania przez niego bezrobotnym.

®(0) = 0,5, d(1) ~ 0,841, (1,5) ~ 0,933, (2) ~ 0,977, (2,5) ~ 0,994, D(3) ~ 0,9987, D(4) ~ 0,99997



Egzamin z Rachunku Prawdopodobienstwa WNE - 30.01.2015
grupa D

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej kartce, nalezy oddaé 6 kartek. Maksimum punktow mozna uzyskaé za
poprawne rozwigzanie 5 zadan z 6. Kazde z zadan bedzie punktowane w skali 0 — 10pkt. Prosze czytelnie podpisaé
kazdg kartke imieniem i nazwiskiem oraz numerem indeksu i oznaczyé wersjq egzaminu (np. grupa D). Czas trwania
egzaminu: 120 min.

1. Gestos¢ dwuwymiarowego wektora losowego (X,Y’) dana jest wzorem g(z,y) = i1{0<$<y<3}.

Y
(a) Oblicz EX, EY oraz Cov(X,Y).
(b) Oblicz P(X <Y).

2. Wektor losowy (X,Y’) ma rozklad normalny o $redniej (0,0) i macierzy kowariancji l 1 ; ]

(a) Znajdz wariancje zmiennej X — Y.

(b) Czy zmienne X? i (X — Y)? sa niezalezne? Odpowiedz uzasadnij!

(c) Jaki jest rozklad zmiennej Z = X2 + (X — Y)?? Podaj gestosé¢ lub nazwe tego rozktadu.
)

(d) Oblicz EZ i VarZ.

3. Analityk gietldowy zauwazyl, ze dzienna zmiana indeksu gietdy papieréw wartosciowych, wyrazona w procen-
tach, ma rozktad o gestosci g(x) = 2—15\30]1 {|z|<5}- Ponadto, jesli w ciagu danego dnia zmiana indeksu wyniosta
2%, to wielko$¢ obrotow z tego samego dnia, wyrazona w mld zt, ma rozklad jednostajny na przedziale
[5, |z| + 5]. Niech X 1 Y oznaczaja odpowiednio zmiane indeksu (w %) i obroty (w mld zt) gietdy w dniu
30.01.2015 r.

(a) Oblicz E(Y|X) oraz EY.
(b) Znajdz rozktad wektora (X,Y) oraz rozkltad zmiennej Y.

4. Wartosci zakupdéw dokonanych przez klientéw w kiosku, X,,, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi z rozkta-
du o $redniej 8 zt i odchyleniu standardowym 2. Korzystajac z nieréwnosci Czebyszewa-Bienaymé oszaco-
waé prawdopodobieristwo, ze utarg na 50 klientach bedzie zawieral si¢ w przedziale (380,420) zt. Czy ciag

Xi4++Xn : .. . - , .
S SR Jest zbiezny prawie na pewno? Jesli tak, podaé¢ granice.

5. Samochdéd marki X pozostaje w trakcie gwarancji bezawaryjny z prawdopodobieristwem %. Przyblizy¢ praw-
dopodobieiistwo, ze na 2500 sprzedanych samochodéw awarii w trakcie gwarancji ulegnie nie mniej niz 450 i
nie wiecej niz 530 samochodoéw (zaktadamy niezaleznosé awarii poszczegdlnych samochodéw). Ponadto, wia-
domo, iz jesli samocho6d ulegnie awarii, koszt naprawy gwarancyjnej jest zmienna losowa z rozktadu o $redniej
4000 i wariancji 15002 (jesli nie ulegnie awarii, koszty serwisowania wynosza 0). Obliczy¢ warto$¢ oczekiwana
caltkowitych wydatkow firmy zwiagzanych z serwisem gwarancyjnym partii 2500 samochodéw oraz przyblizy¢
prawdopodobienistwo, ze wydatki te przekrocza 2000000. Wskazowka. Byé moze nie wszystkie wielkosci z
formuty w CTG trzeba wyliczyé, aby podaé wynik koricowy.

6. Pewien osrodek badawczy przeprowadza comiesieczne analizy przepltywéw na rynku pracy miedzy grupami
pracujacych, bezrobotnych oraz nieaktywnych zawodowo. Z zebranych danych wynika, ze jesli w danym
okresie respondent jest nieaktywny, to w kolejnym okresie pozostanie nieaktywny z prawdopodobieristwem
0,9, za§ z prawdopodobieristwem 0,1 znajdzie prace. Jesli w danym okresie respondent jest zatrudniony,
to w kolejnym okresie pozostanie zatrudniony z prawdopodobieristwem 0,8, zas z prawdopodobienstwami
0,1 zostanie bezrobotnym lub zdezaktywizuje sie. Jesli za§ w danym okresie respondent jest bezrobotny,
w kolejnym pozostanie bezrobotny z prawdopodobienistwem 0,6, zatrudni si¢ z prawdopodobieistwem 0,3 i
stanie sie nieaktywny z prawdopodobienstwem 0,1.

(a) Przy zalozeniu, ze zaobserwowane prawidlowosci maja miejsce od dluzszego czasu, wyznaczy¢ sredni
odsetek 0s6b bezrobotnych w populacji.

(b) Wyznaczy¢ prawdopodobienistwo, ze osoba bezrobotna w styczniu 2015 roku bedzie bezrobotna w marcu
2015 roku.

(c) Pewien respondent stal si¢ bezrobotny w styczniu 2015 roku. Wyznaczy¢ oczekiwana liczbe miesiecy
pozostawania przez niego bezrobotnym.

B(0) = 0,5, B(1) ~ 0,841, (1,5) ~ 0,933, ®(2) ~ 0,977, B(2,5) ~ 0,994, &(3) ~ 0,9987, B(4) ~ 0,99997



