
Rachunek Prawdopodobie«stwa WNE

Egzamin, 3 lutego 2012 r., godz. 9:00, grupa A

Czas trwania: 180 minut. Rozwi¡zania ró»nych zada« prosimy pisa¢ na oddziel-

nych kartkach wraz z imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Tablice rozkªadu

normalnego s¡ niepotrzebne, nale»y operowa¢ jego dystrybuant¡.

1. Zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne, przy czym X ma rozkªad wykªadniczy z
parametrem 2, a Y ma rozkªad Γ(2, 2), tzn. gY (y) = 4ye−2y1[0,∞)(y). (2p.) Poda¢
g¦sto±¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y ). (6p.) Obliczy¢ EX2Y .

2. (7p.) Ze zbioru {1, 2, . . . , 99} losujemy ze zwracaniem trzy liczby. Korzystaj¡c
z nierówno±ci Czebyszewa, oszacowa¢ z góry prawdopodobie«stwo tego, »e iloczyn
wylosowanych liczb b¦dzie wi¦kszy ni» 500000.

3. Zmienna losowa (X, Y ) ma rozkªad jednostajny na trójk¡cie o wierzchoªkach
(1,−1), (1, 1), (−1,−1), tzn. rozkªad z g¦sto±ci¡ g(x, y) = 1

2
1{−1≤y≤x≤1}. (4p.)

Wyznaczy¢ g¦sto±¢ warunkow¡ gX|Y . (5p.) Obliczy¢ E(2XY − 3Y |Y ).

4. (8p.) Rzucono prawidªow¡ kostk¡ 450 razy. Wyznaczy¢ przybli»one praw-
dopodobie«stwo tego, »e w co najwy»ej 160 rzutach wypadnie pi¡tka lub szóstka.

5. (10p.) Towarzystwo ubezpieczeniowe oferuje trzy typy polis ubezpieczeniowych:
za 40 zª, 50 zª oraz 100 zª. Prawdopodobie«stwo tego, »e klient zainteresowany polis¡
wybierze pierwsz¡, drug¡ b¡d¹ trzeci¡ z nich, wynosz¡ odpowiednio 1/2, 2/5 oraz
1/10. Wyznaczy¢ przybli»one prawdopodobie«stwo tego, »e za 192 polisy sprzedane
w ci¡gu pierwszego tygodnia towarzystwo zainkasowaªo ponad 9 tys. zª.

6. Po wierzchoªkach trójk¡ta ABC porusza si¦ pionek, w ka»dym ruchu po-
zostaj¡c w miejscu z prawdopodobie«stwem 1/2 b¡d¹ przesuwaj¡c si¦ do jednego
z pozostaªych punktów (ka»da z tych mo»liwo±ci ma prawdopodobie«stwo 1/4).
W chwili pocz¡tkowej pionek znajduje si¦ w punkcie A. (2p.) Poda¢ macierz
przej±cia ªa«cucha Markowa opisuj¡cego powy»szy proces. (2p.) Jakie jest praw-
dopodobie«stwo tego, »e po dwóch krokach pionek b¦dzie w punkcie C? (4p.) Wyz-
naczy¢ rozkªad stacjonarny ªa«cucha Markowa. (2p.) Obliczy¢ przybli»one praw-
dopodobie«stwo tego, »e po 1000 ruchów pionek b¦dzie w punkcie A.

7. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne, przy czym dla dowolnego n ≥ 1,
zmienna Xn ma rozkªad normalny o ±redniej 0 i wariancji 1/n. (2p.) Wyznaczy¢
rozkªad zmiennej

√
7X7. (2p.) Jaki rozkªad ma zmiennaX2

1 +2X2
2 +3X2

3 +. . .+nX2
n?

(4p.) Rozstrzygn¡¢, czy ci¡g

X1 + X2 + . . . + Xn

n
, n = 1, 2, . . . ,

jest zbie»ny wedªug prawdopodobie«stwa.





Rachunek Prawdopodobie«stwa WNE

Egzamin, 3 lutego 2012 r., godz. 9:00, grupa B

Czas trwania: 180 minut. Rozwi¡zania ró»nych zada« prosimy pisa¢ na oddziel-

nych kartkach wraz z imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Tablice rozkªadu

normalnego s¡ niepotrzebne, nale»y operowa¢ jego dystrybuant¡.

1. Zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne, przy czym X ma rozkªad Γ(2, 2), tzn.
gX(x) = 4xe−2x1[0,∞)(x), a Y ma rozkªad wykªadniczy z parametrem 2. (2p.) Poda¢
g¦sto±¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y ). (6p.) Obliczy¢ EXY 2.

2. (7p.) Ze zbioru {1, 2, . . . , 99} losujemy ze zwracaniem trzy liczby. Korzystaj¡c
z nierówno±ci Czebyszewa, oszacowa¢ z góry prawdopodobie«stwo tego, »e iloczyn
wylosowanych liczb b¦dzie wi¦kszy ni» 750000.

3. Zmienna losowa (X, Y ) ma rozkªad jednostajny na trójk¡cie o wierzchoªkach
(−1, 1), (1, 1), (−1,−1), tzn. rozkªad z g¦sto±ci¡ g(x, y) = 1

2
1{−1≤x≤y≤1}. (4p.)

Wyznaczy¢ g¦sto±¢ warunkow¡ gY |X . (5p.) Obliczy¢ E(2XY − 3X|X).

4. (8p.) Rzucono prawidªow¡ kostk¡ 1800 razy. Wyznaczy¢ przybli»one praw-
dopodobie«stwo tego, »e w co najmniej 640 rzutach wypadnie dwójka lub trójka.

5. (10p.) Towarzystwo ubezpieczeniowe oferuje trzy typy polis ubezpieczeniowych:
za 50 zª, 60 zª oraz 100 zª. Prawdopodobie«stwo tego, »e klient zainteresowany polis¡
wybierze pierwsz¡, drug¡ b¡d¹ trzeci¡ z nich, wynosz¡ odpowiednio 2/5, 1/2 oraz
1/10. Wyznaczy¢ przybli»one prawdopodobie«stwo tego, »e za 162 polisy sprzedane
w ci¡gu pierwszego tygodnia towarzystwo zainkasowaªo mniej ni» 9 tys. zª.

6. Po wierzchoªkach trójk¡ta ABC porusza si¦ pionek, w ka»dym ruchu po-
zostaj¡c w miejscu z prawdopodobie«stwem 1/2 b¡d¹ przesuwaj¡c si¦ do jednego
z pozostaªych punktów (ka»da z tych mo»liwo±ci ma prawdopodobie«stwo 1/4).
W chwili pocz¡tkowej pionek znajduje si¦ w punkcie B. (2p.) Poda¢ macierz
przej±cia ªa«cucha Markowa opisuj¡cego powy»szy proces. (2p.) Jakie jest praw-
dopodobie«stwo tego, »e po dwóch krokach pionek b¦dzie w punkcie A? (4p.) Wyz-
naczy¢ rozkªad stacjonarny ªa«cucha Markowa. (2p.) Obliczy¢ przybli»one praw-
dopodobie«stwo tego, »e po 1000 ruchów pionek b¦dzie w punkcie B.

7. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne, przy czym dla dowolnego n ≥ 1,
zmienna Xn ma rozkªad normalny o ±redniej 0 i wariancji 1/n2. (2p.) Wyznaczy¢
rozkªad zmiennej 5X5. (2p.) Jaki rozkªad ma zmienna X2

1 +4X2
2 +9X2

3 +. . .+n2X2
n?

(4p.) Rozstrzygn¡¢, czy ci¡g

X1 + X2 + . . . + Xn

n
, n = 1, 2, . . . ,

jest zbie»ny wedªug prawdopodobie«stwa.





Rachunek Prawdopodobie«stwa WNE

Egzamin, 3 lutego 2012 r., godz. 9:00, grupa C

Czas trwania: 180 minut. Rozwi¡zania ró»nych zada« prosimy pisa¢ na oddziel-

nych kartkach wraz z imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Tablice rozkªadu

normalnego s¡ niepotrzebne, nale»y operowa¢ jego dystrybuant¡.

1. Zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne, przy czym X ma rozkªad wykªadniczy z
parametrem 3, a Y ma rozkªad Γ(2, 3), tzn. gY (y) = 9ye−3y1[0,∞)(y). (2p.) Poda¢
g¦sto±¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y ). (6p.) Obliczy¢ EX2Y .

2. (7p.) Ze zbioru {1, 2, . . . , 99} losujemy ze zwracaniem trzy liczby. Korzystaj¡c
z nierówno±ci Czebyszewa, oszacowa¢ z góry prawdopodobie«stwo tego, »e iloczyn
wylosowanych liczb b¦dzie wi¦kszy ni» 600000.

3. Zmienna losowa (X, Y ) ma rozkªad jednostajny na trójk¡cie o wierzchoªkach
(1,−1), (1, 1), (−1,−1), tzn. rozkªad z g¦sto±ci¡ g(x, y) = 1

2
1{−1≤y≤x≤1}. (4p.)

Wyznaczy¢ g¦sto±¢ warunkow¡ gY |X . (5p.) Obliczy¢ E(3XY − 2X|X).

4. (8p.) Rzucono prawidªow¡ kostk¡ 450 razy. Wyznaczy¢ przybli»one praw-
dopodobie«stwo tego, »e w co najwy»ej 140 rzutach wypadnie jedynka lub dwójka.

5. (10p.) Towarzystwo ubezpieczeniowe oferuje trzy typy polis ubezpieczeniowych:
za 40 zª, 50 zª oraz 100 zª. Prawdopodobie«stwo tego, »e klient zainteresowany polis¡
wybierze pierwsz¡, drug¡ b¡d¹ trzeci¡ z nich, wynosz¡ odpowiednio 1/2, 2/5 oraz
1/10. Wyznaczy¢ przybli»one prawdopodobie«stwo tego, »e za 192 polisy sprzedane
w ci¡gu pierwszego tygodnia towarzystwo zainkasowaªo ponad 10 tys. zª.

6. Po wierzchoªkach trójk¡ta ABC porusza si¦ pionek, w ka»dym ruchu po-
zostaj¡c w miejscu z prawdopodobie«stwem 1/2 b¡d¹ przesuwaj¡c si¦ do jednego
z pozostaªych punktów (ka»da z tych mo»liwo±ci ma prawdopodobie«stwo 1/4).
W chwili pocz¡tkowej pionek znajduje si¦ w punkcie C. (2p.) Poda¢ macierz
przej±cia ªa«cucha Markowa opisuj¡cego powy»szy proces. (2p.) Jakie jest praw-
dopodobie«stwo tego, »e po dwóch krokach pionek b¦dzie w punkcie B? (4p.) Wyz-
naczy¢ rozkªad stacjonarny ªa«cucha Markowa. (2p.) Obliczy¢ przybli»one praw-
dopodobie«stwo tego, »e po 1000 ruchów pionek b¦dzie w punkcie A.

7. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne, przy czym dla dowolnego n ≥ 1,
zmienna Xn ma rozkªad normalny o ±redniej 0 i wariancji 1/n. (2p.) Wyznaczy¢
rozkªad zmiennej

√
3X3. (2p.) Jaki rozkªad ma zmiennaX2

1 +2X2
2 +3X2

3 +. . .+nX2
n?

(4p.) Rozstrzygn¡¢, czy ci¡g

X1 + X2 + . . . + Xn

n
, n = 1, 2, . . . ,

jest zbie»ny wedªug prawdopodobie«stwa.





Rachunek Prawdopodobie«stwa WNE

Egzamin, 3 lutego 2012 r., godz. 9:00, grupa D

Czas trwania: 180 minut. Rozwi¡zania ró»nych zada« prosimy pisa¢ na oddziel-

nych kartkach wraz z imieniem, nazwiskiem oraz numerem indeksu. Tablice rozkªadu

normalnego s¡ niepotrzebne, nale»y operowa¢ jego dystrybuant¡.

1. Zmienne losowe X, Y s¡ niezale»ne, przy czym X ma rozkªad Γ(2, 3), tzn.
gX(x) = 9xe−3x1[0,∞)(x), a Y ma rozkªad wykªadniczy z parametrem 3. (2p.) Poda¢
g¦sto±¢ dwuwymiarowej zmiennej losowej (X, Y ). (6p.) Obliczy¢ EXY 2.

2. (7p.) Ze zbioru {1, 2, . . . , 99} losujemy ze zwracaniem trzy liczby. Korzystaj¡c
z nierówno±ci Czebyszewa, oszacowa¢ z góry prawdopodobie«stwo tego, »e iloczyn
wylosowanych liczb b¦dzie wi¦kszy ni» 800000.

3. Zmienna losowa (X, Y ) ma rozkªad jednostajny na trójk¡cie o wierzchoªkach
(−1, 1), (1, 1), (−1,−1), tzn. rozkªad z g¦sto±ci¡ g(x, y) = 1

2
1{−1≤x≤y≤1}. (4p.)

Wyznaczy¢ g¦sto±¢ warunkow¡ gX|Y . (5p.) Obliczy¢ E(3XY − 2Y |Y ).

4. (8p.) Rzucono prawidªow¡ kostk¡ 1800 razy. Wyznaczy¢ przybli»one praw-
dopodobie«stwo tego, »e w co najwy»ej 560 rzutach wypadnie czwórka lub pi¡tka.

5. (10p.) Towarzystwo ubezpieczeniowe oferuje trzy typy polis ubezpieczeniowych:
za 50 zª, 60 zª oraz 100 zª. Prawdopodobie«stwo tego, »e klient zainteresowany polis¡
wybierze pierwsz¡, drug¡ b¡d¹ trzeci¡ z nich, wynosz¡ odpowiednio 2/5, 1/2 oraz
1/10. Wyznaczy¢ przybli»one prawdopodobie«stwo tego, »e za 162 polisy sprzedane
w ci¡gu pierwszego tygodnia towarzystwo zainkasowaªo ponad 10800 zª.

6. Po wierzchoªkach trójk¡ta ABC porusza si¦ pionek, w ka»dym ruchu po-
zostaj¡c w miejscu z prawdopodobie«stwem 1/2 b¡d¹ przesuwaj¡c si¦ do jednego
z pozostaªych punktów (ka»da z tych mo»liwo±ci ma prawdopodobie«stwo 1/4).
W chwili pocz¡tkowej pionek znajduje si¦ w punkcie A. (2p.) Poda¢ macierz
przej±cia ªa«cucha Markowa opisuj¡cego powy»szy proces. (2p.) Jakie jest praw-
dopodobie«stwo tego, »e po dwóch krokach pionek b¦dzie w punkcie B? (4p.) Wyz-
naczy¢ rozkªad stacjonarny ªa«cucha Markowa. (2p.) Obliczy¢ przybli»one praw-
dopodobie«stwo tego, »e po 1000 ruchów pionek b¦dzie w punkcie B.

7. Zmienne losowe X1, X2, . . . s¡ niezale»ne, przy czym dla dowolnego n ≥ 1,
zmienna Xn ma rozkªad normalny o ±redniej 0 i wariancji 1/n2. (2p.) Wyznaczy¢
rozkªad zmiennej 6X6. (2p.) Jaki rozkªad ma zmienna X2

1 +4X2
2 +9X2

3 +. . .+n2X2
n?

(4p.) Rozstrzygn¡¢, czy ci¡g

X1 + X2 + . . . + Xn

n
, n = 1, 2, . . . ,

jest zbie»ny wedªug prawdopodobie«stwa.


